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SUR L’ALGE´BRISATION DES
TISSUS DE RANG MAXIMAL
par
Luc Pirio et Jean-Marie Tre´preau
Re´sume´. — Soit n ≥ 2, r ≥ 2 et d ≥ (r + 1)(n − 1) + 2 des entiers.
Nous montrons qu’un d-tissu de codimension r sur un germe de varie´te´ de
dimension rn est alge´brisable au sens classique s’il est de rang maximal,
sauf peut-eˆtre lorsque n ≥ 3 et d = (r + 2)(n − 1) + 1. Dans ce dernier
cas, nous montrons qu’il est alge´brisable, mais en un sens ge´ne´ralise´.
Cet article concerne ce que nous appellerons la the´orie abe´lienne des
tissus. Nous e´tendons aux tissus de codimension quelconque le the´ore`me
d’alge´brisation des tissus de codimension un et de rang maximal de
Tre´preau [22]. Nous re´pondons ainsi au proble`me pose´ par Chern
et Griffiths dans [6], [7]. L’objet de cette pre´sentation ge´ne´rale est
d’e´noncer notre re´sultat, apre`s les quelques pre´liminaires ne´cessaires a`
sa compre´hension. Les notions introduites rapidement ci-dessous sont
de´finies pre´cise´ment dans les deux premie`res sections du Chapitre 1.
Un d-tissu T = {F1, . . . ,Fd} de codimension r sur un germe (M,x0)
de varie´te´ analytique complexe lisse est une famille de d feuilletages
re´guliers de codimension r de (M,x0), ve´rifiant une condition de ≪ posi-
tion ge´ne´rale ≫.
L’exemple suivant est fondamental. Soit Z ⊂ Pr+n−1 une varie´te´ pro-
jective de dimension r et de degre´ d, telle qu’un (n − 1)-plan ge´ne´ral
rencontre Z en d points qui sont en position ge´ne´rale dans ce plan. La
dualite´ projective permet de lui associer un d-tissu alge´brique TZ de co-
dimension r sur la grassmannienne Gr,n des (n− 1)-plans de P
r+n−1.
Au point ge´ne´rique de la grassmannienne, ce tissu alge´brique induit un
germe de tissu, au sens du paragraphe pre´ce´dent. Nous dirons que TZ , ou
un germe de tissu de´fini par TZ , est un tissu alge´brique grassmannien.
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La grassmannienne Gr,n est une varie´te´ de dimension rn. Nous suppo-
sons maintenant que le germe (M,x0) est de dimension rn avec n ≥ 2.
La the´orie abe´lienne des tissus naˆıt en 1932 avec l’introduction par
Blaschke de la notion de relation abe´lienne d’un tissu dans le cas des
tissus plans, notion e´tendue peu apre`s aux tissus de codimension un et
beaucoup plus tard, dans Griffiths [11] et Chern-Griffiths [7], au cas qui
nous importe ici.
Pour j = 1, . . . , d, soit Ωj une normale de´finissante du feuilletage Fj.
Une relation abe´lienne du tissu T est un d-uplet de normales ferme´es
(f1Ω1, . . . , fdΩd), i.e. les fj sont des fonctions analytiques sur (M,x0)
telles que d(fjΩj) = 0, ve´rifiant la relation
∑d
j=1 fjΩj = 0. Le rang du
tissu T est la dimension du C-espace vectoriel de ses relations abe´liennes.
Des bornes sur le rang d’un tissu ont e´te´ donne´es par Bol (1932) pour
(r, n) = (1, 2), par Chern (1935) pour r = 1 avec n quelconque. Dans [7]
Chern et Griffiths conside`rent le cas ge´ne´ral et montrent, et cette borne
est optimale, que le rang du tissu T est au plus e´gal au nombre
ρr,n(d) =
+∞∑
h=0
(
r − 1 + h
r − 1
)
×max (d− (r + h)(n− 1)− 1, 0).
Revenons au cas d’un tissu alge´brique sur la grassmannienne Gr,n de´fini
par une sous-varie´te´ projective Z de Pr+n−1, de dimension r et de degre´
d, que nous supposons, pour simplifier, irre´ductible et lisse.
Il re´sulte de la borne pre´ce´dente et de la version ge´ne´rale du the´ore`me
d’Abel donne´e par Griffiths [11], que le genre ge´ome´trique de Z est ma-
jore´ par ρr,n(d). C’est une ge´ne´ralisation inte´ressante de la borne classique
de Castelnuovo pour le genre des courbes de Pn de degre´ donne´. Peu
apre`s, Harris [12] a caracte´rise´, mais essentiellement dans le cadre des
varie´te´s irre´ductibles et lisses, les varie´te´s qui sont de genre ge´ome´trique
maximal.
C’est le proble`me de la re´ciproque, pose´ a` cette e´poque, que nous
re´solvons ici. Notre re´sultat principal est le suivant.
The´ore`me.— Soit T un d-tissu de codimension r et de rang maximal
ρr,n(d), avec r ≥ 2 et d > (r + 1)(n− 1) + 1.
Si de plus d 6= (r + 2)(n − 1) + 1 ou si n = 2, il est localement
isomorphe a` un germe de tissu alge´brique grassmannien.
Si d = (r + 2)(n − 1) + 1 et n ≥ 3, il est localement isomorphe a` un
germe d’un tissu alge´brique, e´ventuellement non grassmannien.
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Si d ≤ r(n − 1) + 1, le nombre ρr,n(d) est nul et la question de la
re´ciproque ne se pose pas. Meˆme si la premie`re condition de l’e´nonce´
e´carte les cas ou` r(n− 1) + 1 < d ≤ (r + 1)(n− 1) + 1, qui me´riteraient
d’eˆtre e´tudie´s, elle est naturelle pour des raisons ge´ome´triques et compte
tenu de la me´thode que nous utilisons.
Si n = 2 ou si d 6= (r+2)(n−1)+1, nous obtenons le re´sultat attendu.
Le cas d = (r + 2)(n − 1) + 1 avec n ≥ 3 est une surprise. Il faut
alors introduire une classe plus ge´ne´rale de tissus alge´briques pour avoir
l’e´nonce´ ci-dessus. Le proble`me de la de´termination des d-tissus de rang
maximal pour cette valeur de d reste ouvert. Nous donnerons dans un
article a` venir [20], pour quelques valeurs de r et de n, des exemples
de d-tissus de rang maximal qui sont alge´brisables, mais qui ne sont pas
isomorphes a` des germes de tissus alge´briques grassmanniens.
L’e´nonce´ pre´ce´dent est pre´cise´, mis en en perspective et discute´ dans
l’introduction qui suit.
1. Introduction
La the´orie abe´lienne des tissus naˆıt avec la de´finition par Blaschke de
la notion de relation abe´lienne d’un tissu plan. Les re´sultats majeurs
obtenus entre 1932 et 1935, en particulier par Blaschke, Howe et Bol,
sont pre´sente´s dans la dernie`re partie du livre Geometrie der Gewebe de
Blaschke et Bol [3], paru en 1938.
Les fondateurs de la the´orie font deux emprunts essentiels a` la
litte´rature classique. Le premier a` Poincare´ [21] qui, cherchant une
nouvelle de´monstration du the´ore`me de Lie sur les surfaces de double
translation, introduit une ide´e qui restera l’ide´e fondamentale pour
re´soudre les proble`mes d’alge´brisation des tissus de rang maximal.
Le second a` Darboux [9] qui reprend cette ide´e mais remplace la se-
conde partie peu claire de l’analyse de Poincare´ par un argument tre`s
inge´nieux, le prototype de ce que l’on appelle le the´ore`me d’Abel inverse,
obtenant une de´monstration ge´ome´trique limpide du re´sultat de Lie.
Dans ce chapitre, nous pre´sentons d’abord le proble`me et les fonde-
ments de la the´orie, avec comme re´fe´rences principales Chern-Griffiths [7]
et Griffiths [11]. Nous rappelons ensuite le principe de la me´thode cano-
nique. La plus grande partie de cet article est consacre´e a` la construction,
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par cette me´thode, de la varie´te´ de Blaschke d’un tissu de rang maxi-
mal et a` en e´tablir les proprie´te´s essentielles. Elles sont de´crites dans le
The´ore`me 1.14.
Le proble`me de l’alge´brisation est alors re´duit a` un proble`me de
ge´ome´trie projective. Nos re´sultats principaux, les The´ore`mes 1.18, 1.22
et 1.23 reposent pour une part importante sur la solution que nous avons
apporte´e a` ce proble`me dans Pirio-Tre´preau [19].
Nous terminerons par quelques rappels sur l’histoire du proble`me que
nous re´solvons ici.
1.1. Tissus et relations abe´liennes. — Soit r ≥ 1 et n ≥ 2 des
entiers. Un feuilletage de type (r, n) est un feuilletage re´gulier F , de co-
dimension r, sur un germe (M,x0) de varie´te´ analytique (complexe) lisse
de dimension rn. D’une fac¸on ge´ne´rale, les objets conside´re´s sur (M,x0)
seront analytiques, sans qu’on le pre´cise.
Souvent, en particulier dans les e´nonce´s principaux, nous supposerons
r ≥ 2. La raison pour cela est que le proble`me e´tudie´ ici est de´ja` re´solu
pour r = 1 et qu’il y a quelques diffe´rences de traitement entre le cas
r = 1 et le cas r ≥ 2.
Le feuilletage F est par exemple de´fini par un syste`me diffe´rentiel
dua = 0, a = 1, . . . , r,
ou` les ua sont des fonctions sur (M,x0) dont les diffe´rentielles en x0 sont
line´airement inde´pendantes. Les feuilles du feuilletage F sont les varie´te´s
inte´grales de ce syste`me.
Nous appelons normale de F toute r-forme φ = fdu1 ∧ · · · ∧ dur , ou`
f est une fonction sur (M,x0). La normale φ est ferme´e si dφ = 0. C’est
une normale ge´ne´ratrice si f ne s’annule pas. Ces notions ne de´pendent
pas du syste`me de fonctions choisi pour pre´senter F .
Nous conside´rons maintenant des familles de feuilletages. Soit d ≥ 1
un entier et T = {F1, . . . ,Fd} une famille de feuilletages de type (r, n)
sur le germe (M,x0). La de´finition suivante est fondamentale.
De´finition 1.1. — Une relation abe´lienne de la famille T est un d-
uplet {φ1, . . . , φd}, ou` φj est une normale ferme´e de Fj, dont la somme
φ1 + · · ·+ φd est la forme nulle.
Elle est comple`te si aucune des composantes φj n’est la forme nulle.
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Le rang de T est la dimension de l’espace vectoriel sur C de ses relations
abe´liennes.
La de´finition suivante est due a` Chern et Griffiths [7].
De´finition 1.2. — Une famille de d feuilletages Fj de type (r, n) sur
le germe (M,x0) est un d-tissu de type (r,n) si ses normales ge´ne´ratrices
Ωj ve´rifient la condition de position ge´ne´rale (PG) suivante :
(PG) 1 ≤ j1 < · · · < jδ ≤ min(d, n) ⇒ Ωj1(x0)∧· · ·∧Ωjδ(x0) 6= 0.
Dans la premie`re partie de Chern-Griffiths [7], les auteurs de´montrent
la borne suivante pour le rang d’un tissu. Nous en rappelons la
de´monstration dans le Chapitre 2.
The´ore`me 1.3. — Le rang d’un d-tissu de type (r, n) est au plus e´gal,
et cette borne est optimale, au nombre ρr,n(d) de´fini par la formule
(1) ρr,n(d) =
+∞∑
h=0
(
r − 1 + h
r − 1
)
×max (d− (r + h)(n− 1)− 1, 0).
De´finition 1.4. — Un d-tissu T de type (r, n) est de rang maximal s’il
est de rang ρr,n(d).
La borne (1) et donc la de´finition d’un tissu de rang maximal
de´pendent bien suˆr du choix de la condition (PG) dite, mais c’est un
peu trompeur, de position ge´ne´rale.
Sauf dans le cas r = 1 que nous e´cartons dans ce commentaire, le choix
de la condition (PG) n’est pas anodin. On pourrait par exemple exiger
que les normales ge´ne´ratrices Ωj(x0) des feuilletages de la famille T en x0
soient en position ge´ne´rale dans l’espace vectoriel ∧rT ⋆x0M . Ce serait une
condition plus forte que la condition (PG) si r ≥ 2. Pour d assez grand,
la borne ρr,n(d) serait remplace´e par une borne (beaucoup) plus petite
et il n’y aurait pas de the´ore`me sur la classification des tissus de rang
maximal. La raison du choix de la condition (PG) dans [7] apparaˆıtra
plus clairement dans la section suivante, voir la Remarque 1.6.
L’entier suivant interviendra souvent dans cet article :
(2) q(d) = d− r(n− 1)− 2.
La seconde partie de Chern-Griffiths [7] concerne la ge´ome´trie de la fa-
mille des normales d’un tissu de rang maximal dans le cas r = 2 et si q(d)
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est assez grand. Toutefois les auteurs n’obtiennent un re´sultat de´finitif
que si n = 2 ou en renforc¸ant l’hypothe`se (PG).
Le Chapitre 2 est consacre´ a` ce proble`me. Nous y e´tablirons la proprie´te´
attendue de la famille des normales sous la seule condition q(d) ≥ n− 1,
sans hypothe`se sur (r, n) ni renforcement de la condition (PG).
Nous montrerons en particulier qu’un d-tissu de rang maximal sur un
germe (M,x0) de´finit sur ce germe une structure presque grassmannienne
si q(d) ≥ n−1. Il s’agit d’un type de G-structure modele´ sur la ge´ome´trie
de la grassmannienne des (n− 1)-plans de Pr+n−1.
Pour ne pas alourdir cette introduction, nous en reportons la de´finition
classique au de´but du Chapitre 3.
1.2. Le the´ore`me d’Abel et sa re´ciproque. — Soit Gr,n la grass-
mannienne des (n−1)-plans de Pr+n−1. Comme cette notation, tre`s com-
mode ici, n’est pas standard, nous la mettons en e´vidence :
(3) Gr,n est la grassmannienne des (n− 1)-plans de P
r+n−1.
Pour x ∈ Gr,n, nous notons H(x) cet e´le´ment vu comme une partie de
P
r+n−1. Si p est un point de Pr+n−1, nous notons Gr,n(p) le ≪ cycle de
Schubert ≫ des (n− 1)-plans qui passent par le point p. C’est une sous-
varie´te´ lisse de codimension r de Gr,n. Nous appelons ces varie´te´s les
sous-varie´te´s distingue´es de la grassmannienne.
De´finition 1.5. — Un feuilletage de type (r, n) sur un germe (Gr,n, x0)
est grassmannien si ses feuilles sont des ouverts de sous-varie´te´s dis-
tingue´es. Une famille de feuilletages sur (Gr,n, x0) est une famille grass-
mannienne si ses membres sont des feuilletages grassmanniens.
Soit H(x0) un (n − 1)-plan. Si l’on note [η1 : · · · : ηr : ξ1 : · · · : ξn]
les coordonne´es homoge`nes d’un point, a` un automorphisme de Pr+n−1
pre`s, un (n− 1)-plan H(x) voisin de H(x0) est de´fini par un syste`me de
la forme
ηa −
n∑
α=1
xa,αξα = 0 a = 1, . . . , r.
Les xa,α parame`trent localement la grassmannienne. Si l’on fixe le point
p = [η1 : · · · : ηr : ξ1 : · · · : ξn], le syste`me pre´ce´dent devient le syste`me
d’e´quations qui de´finit la sous-varie´te´ distingue´e Gr,n(p) de Gr,n.
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Au voisinage de x0, les sous-varie´te´s distingue´es sont donc les varie´te´s
inte´grales des syste`mes de la forme suivante, ou` ξ = [ξ1 : · · · : ξn] ∈ P
n−1 :
n∑
α=1
ξαdxa,α = 0, a = 1, . . . , r.
Une normale en un point x d’un feuilletage grassmannien est donc pro-
portionnelle a` ∧ra=1(
∑n
α=1 ξαdxa,α) : elle appartient au sous-espace de
dimension rn de ∧rT ⋆xGr,n engendre´ par les dx1,α1 ∧ · · · ∧ dxr,αr .
Remarque 1.6. — C’est une cle´ du choix de la condition (PG) dans la
De´finition 1.2. Les normales en un point x d’un tissu grassmannien ne
sont jamais en position ge´ne´rale dans ∧rT ⋆xGr,n si r est≥ 2 et si d est assez
grand, tandis que le proble`me traditionnel de la the´orie est de montrer
qu’un d-tissu de rang maximal est isomorphe a` un tissu grassmannien.
La notion suivante sera utile dans la suite.
De´finition 1.7. — Une famille finie de feuilletages Fj de type (r, n)
sur un germe (M,x0), de normales ge´ne´ratrices Ωj , est un pre´-tissu si
Ωj(x0) ∧ Ωk(x0) est non nul pour j 6= k.
Soit (Z, p) un germe de varie´te´ lisse de dimension r en p ∈ Pr+n−1,
transverse au (n − 1)-plan H(x0). Un (n − 1)-plan voisin H(x) coupe
(Z, p) en un point κ(x) voisin de p. Le morphisme d’incidence
κ : (Gr,n, x0)→ (Z, p), x 7→ κ(x),
est une submersion. Il de´finit un feuilletage F sur (Gr,n, x0), dont les
feuilles sont les fibres de κ. C’est un feuilletage grassmannien et l’on
ve´rifie facilement que tout feuilletage grassmannien s’obtient ainsi.
Le feuilletage F est le feuilletage d’incidence de´fini par le germe (Z, p).
Le lemme suivant est tautologique mais il explique la de´finition initiale
par Blaschke d’une relation abe´lienne.
Lemme 1.8. — L’application φ 7→ κ⋆φ induit un isomorphisme de l’es-
pace des r-formes lisses sur le germe (Z, p) sur l’espace des normales
ferme´es du feuilletage d’incidence F sur (Gr,n, x0) qu’il de´finit.
De´monstration. — Il est clair par de´finition que κ⋆φ est une normale de
F si φ est une r-forme lisse sur (Z, p). C’est une normale ferme´e puisque
φ est de degre´ maximal r donc ferme´e. Re´ciproquemant, si φ ne s’annule
pas, κ⋆φ est une normale ge´ne´ratrice ferme´e de F et une normale ge´ne´rale
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fκ⋆φ est ferme´e si et seulement si df ∧ κ⋆φ = 0, si et seulement si f est
de la forme u ◦ κ. Alors fκ⋆φ = κ⋆(uφ).
Pour obtenir un pre´-tissu (respectivement un tissu) d’incidence, ou
grassmannien puisque c’est la meˆme chose, d’ordre d sur le germe
(Gr,n, x0), il faut et il suffit de se donner d germes (Zj, pj) de varie´te´s
lisses de dimension r, transverses a` H(x0) en d points pj deux-a`-deux
distincts (respectivement en position ge´ne´rale dans H(x0)). Nous avons
alors d morphismes d’incidence
κj : (Gr,n, x0)→ (Zj, pj).
Compte tenu du lemme pre´ce´dent, l’application
(φ1, . . . , φd) 7→ (κ
⋆
1φ1, . . . , κ
⋆
dφd),
ou` les φj sont des r-formes lisses sur les germes (Zj, pj), induit un isomor-
phisme de l’espace des d-uplets de trace nulle sur l’espace des relations
abe´liennes du pre´-tissu. Ici la trace est la somme
κ⋆1φ1 + · · ·+ κ
⋆
dφd.
L’exemple ou` les (Zj , pj) sont des germes d’une meˆme varie´te´ projective
est fondamental.
De´finition 1.9. — Soit Z une sous-varie´te´ projective de Pr+n−1,
re´duite de dimension pure r et de degre´ d. Une r-forme abe´lienne sur Z
est une r-forme de´finie et lisse sur un ouvert dense de Z dont la trace,
de´finie au voisinage du point ge´ne´ral de Gr,n, est nulle. Le genre abe´lien
de Z est la dimension de l’espace de ses r-formes abe´liennes.
Plus pre´cise´ment, Z coupe un (n − 1)-plan ge´ne´ral H(x) transversa-
lement en d points deux-a`-deux distincts pj et la forme φ conside´re´e est
de´finie au voisinage des pj dans Z. Au voisinage de x, nous avons comme
ci-dessus d morphismes d’incidence κj . La trace de φ est de´finie locale-
ment comme e´tant la somme κ⋆1φ+ · · ·+ κ
⋆
dφ.
Tout ceci a bien suˆr a` voir avec le the´ore`me d’addition d’Abel et ses
ge´ne´ralisations. Dans [11] Griffiths montre que les formes abe´liennes, qu’il
nomme autrement, sont rationnelles sur Z et lisses sur la partie re´gulie`re
de Z. Il les caracte´rise aussi lorsque Z est une hypersurface. Il de´coule de
ses re´sultats que le genre abe´lien de Z est e´gal a` son genre ge´ome´trique
si Z est lisse et a` son genre arithme´tique si Z est une hypersurface.
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Il a e´te´ remarque´ plus re´cemment (1) que les r-formes abe´liennes sur Z
sont les sections globales du faisceau des r-formes de Barlet, voir Bar-
let [2] pour les de´finitions et la de´monstration, en particulier la deuxie`me
partie de cet article dans laquelle l’auteur e´tablit ce qu’il appelle la pro-
prie´te´ de la trace universelle. Dans le cas qui nous occupe, le faisceau de
Barlet est un faisceau de r-formes rationnelles, intrinse`quement attache´
a` la varie´te´ abstraite Z, et isomorphe au faisceau ωrZ , le faisceau dualisant
de Grothendieck de Z. Ainsi :
{r-formes abe´liennes sur Z} = {r-formes de Barlet sur Z} ≃ H0(Z, ωrZ).
Il en re´sulte, et c’est remarquable, que les formes abe´liennes sur Z et
le genre abe´lien de Z ne de´pendent pas de la repre´sentation de Z comme
sous-varie´te´ d’un espace projectif. Comme ces conside´rations, qui sont
importantes d’un point de vue the´orique, ne joueront pas de roˆle dans
cet article, nous ne donnons pas plus de de´tail.
De´finition 1.10. — Par abus de langage nous dirons qu’une sous-
varie´te´ Z de Pr+n−1, re´duite de dimension pure r et de degre´ d, de´finit
un pre´-tissu alge´brique d’incidence ou grassmannien TZ d’ordre d sur
Gr,n, dont le pre´-tissu qu’elle de´finit en un point ge´ne´ral est un germe.
La raison de cet abus de langage est qu’a` notre connaissance, la no-
tion globale de ≪ (pre´-)tissu alge´brique singulier ≫ n’a pas e´te´ de´finie en
toute ge´ne´ralite´. Il paraˆıt toutefois e´vident que l’objet TZ , de´fini ci-dessus
comme une collection de germes de tissus, me´ritera d’eˆtre appele´, le jour
venu, un pre´-tissu alge´brique, en l’occurence d’un type tre`s particulier.
La re´ciproque suivante du the´ore`me d’Abel ou the´ore`me d’Abel inverse
est essentielle. L’ide´e de la de´monstration remonte a` Darboux [9]. Le
re´sultat ge´ne´ral est duˆ a` Griffiths [11].
The´ore`me 1.11. — Soit T un pre´-tissu grassmannien de type (r, n) et
d’ordre d sur (Gr,n, x0), de´fini par d germes lisses (Zj, pj) de dimension r,
transverses au (n− 1)-plan H(x0) en des points diffe´rents.
Si T admet une relation abe´lienne comple`te, T est un germe du pre´-
tissu alge´brique grassmannien de´fini par une varie´te´ Z de degre´ d qui
contient les (Zj, pj). Le rang de T est e´gal au genre abe´lien de Z et ses
relations abe´liennes sont induites par les r-formes abe´liennes sur Z.
1. Voir Henkin-Passare [14]. Signalons que les travaux que nous citons dans cette
section concernent des formes de degre´ quelconque, pas seulement de degre´ maximal.
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1.3. Me´thode canonique et varie´te´ de Blaschke. — Il s’agit de
de´crire la me´thode canonique, de´veloppe´e par Blaschke, Bol et Howe a`
partir d’une ide´e de Poincare´ [21], puis de de´finir la varie´te´ de Blaschke
d’un tissu de rang maximal, qui intervient dans l’e´nonce´ de nos re´sultats.
Soit T = {F1, . . . ,Fd} un d-tissu de type (r, n) sur un germe lisse
(M,x0). Notons N + 1 le rang de T . La me´thode consiste a` se donner
une base
φ(λ) = (φ
(λ)
1 , . . . , φ
(λ)
d ), λ = 1, . . . , N + 1,
de l’espace des relations abe´liennes du tissu T et a` de´finir les applications
de Poincare´ κj , une pour chaque feuilletage Fj, par :
κj : (M,x0) 99K P
N , κj(x) = [φ
(1)
j (x) : · · · : φ
(N+1)
j (x)].
Pour que ces applications soient de´finies comme applications me´ro-
morphes, nous supposons que le tissu T admet au moins une relation
abe´lienne comple`te.
Avant de continuer et pour motiver la construction pre´ce´dente, il est
certainement utile de montrer sa relation avec la construction de la
varie´te´ canonique d’une varie´te´ projective en ge´ome´trie alge´brique. Pour
la de´finir, nous utilisons les r-formes abe´liennes plutoˆt que les r-formes
lisses sur Z. On retrouve la de´finition la plus classique si Z est lisse.
Cette relation apparaˆıt si l’on choisit comme tissu T un germe d’un
tissu alge´brique grassmannien TZ , de´fini par une sous-varie´te´ alge´brique
Z de Pr+n−1, de dimension r et de degre´ d, de genre abe´lien N + 1.
Nous supposons qu’il existe une r-forme abe´lienne sur Z qui ne s’annule
sur aucune des composantes irre´ductibles de Z. Choisissons une base
(φ(1), . . . , φ(N+1)) de l’espace des r-formes abe´liennes sur Z et conside´rons
l’application
κZ : Z 99K P
N , κZ(p) = [φ
(1)(p) : . . . : φ(N+1)(p)].
L’image de cette application est la varie´te´ canonique de Z. Elle est
inde´pendante du choix de la base, a` un automorphisme de PN pre`s.
Soit alors H(x0) un (n − 1)-plan coupant Z transversalement en d
points lisses pj de Z et χj : (Gr,n, x0) → (Z, pj) les morphismes d’inci-
dence. Les d-uplets (χ⋆1φ
(λ), . . . , χ⋆dφ
(λ)) forment une base de l’espace des
relations abe´liennes du germe en x0 du tissu TZ et pour ce choix de base,
les applications de Poincare´ κj sont donne´es par
x ∈ (M,x0), κj(x) = [φ
(1)(χj(x)) : · · · : φ
(N+1)(χj(x))].
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Ceci montre que les images des applications de Poincare´ associe´es a`
un germe du tissu alge´brique TZ sont des germes de la varie´te´ canonique
de Z, de´finie a` partir d’une base de r-formes abe´liennes sur Z.
Nous revenons a` la me´thode canonique applique´e a` un tissu. Rappelons
que l’entier q(d) est de´fini par (2). La me´thode canonique ne semble pas
pouvoir donner de re´sultat inte´ressant si q(d) < n − 1. En revanche, si
q(d) ≥ n − 1, elle nous en donnera un sous une hypothe`se plus faible
que celle pour un tissu d’eˆtre de rang maximal. La notion suivante a e´te´
introduite dans Tre´preau [22] sous le nom plus e´vocateur mais trop long
de ≪ tissu de rang maximal en valuation ≤ 1 ≫.
De´finition 1.12. — Un d-tissu de type (r, n) sur un germe (M,x0) est
semi-extre´mal si q(d) ≥ n− 1 et s’il admet
[d− r(n− 1)− 1] + r[d− (r + 1)(n− 1)− 1]
relations abe´liennes dont les 1-jets en x0 sont line´airement inde´pendants.
Ce nombre est en fait le plus grand possible tel qu’on puisse avoir la
proprie´te´ pre´ce´dente si q(d) ≥ n−1. De plus un d-tissu de rang maximal
est semi-extre´mal si q(d) ≥ n− 1, voir le Chapitre 3.
Les proprie´te´s ge´ome´triques du syste`me des normales d’un tissu semi-
extre´mal, e´tablies dans le Chapitre 2, nous permettront dans le Cha-
pitre 3 d’obtenir les proprie´te´s suivantes, de´ja` connues si r = 1, pour les
tissus de codimension r ≥ 2.
D’abord les applications κj sont de rang r. L’image de κj est donc
un germe lisse (Z˜j, κj(x0)) de dimension r et les fibres de la submersion
induite
κj : (M,x0)→ (Z˜j, κj(x0))
sont les feuilles du feuilletage Fj . Ensuite, si l’on choisit n feuilletages
parmi les Fj, par exemple F1, . . . ,Fn, l’application
(M,x0)→
n∏
j=1
(Z˜j, κj(x0)), x 7→ (κ1(x), . . . , κn(x)),
est un isomorphisme. Enfin, pour x ∈ (M,x0), les points κj(x), j variant
de 1 a` d, sont deux-a`-deux distincts et situe´s sur une et une seule meˆme
courbe rationnelle normale σ(x) de degre´ q(d). Il suffit ici de savoir qu’on
appelle ainsi une courbe rationnelle irre´ductible et lisse de degre´ q(d),
qui engendre un espace projectif de dimension q(d).
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De´finition 1.13. — La varie´te´ de Blaschke XT du tissu semi-
extre´mal T est l’intersection de toutes les sous-varie´te´s projectives de
PN qui contiennent les courbes rationnelles normales σ(x), x ∈ (M,x0).
Il est clair que la famille des germes (Z˜j , κj(x0)) est inde´pendante du
choix de la base de relations abe´liennes a` un automorphisme de PN pre`s.
Il en va donc de meˆme de la varie´te´ XT . Ce sont des invariants projectifs
de la classe d’isomorphie du tissu T .
La me´thode canonique permet ainsi d’associer des objets de nature
ge´ome´trique a` un tissu semi-extre´mal et offre une strate´gie pour montrer
qu’il est isomorphe a` un germe de tissu grassmannien : montrer que les
(Z˜j, κj(x0)) sont des germes d’une varie´te´ projective Z˜ et que celle-ci est
la varie´te´ canonique d’une varie´te´ projective Z.
1.4. Re´sultats d’alge´bricite´. — Nous e´nonc¸ons dans cette sec-
tion les principaux re´sultats de cet article. Sauf pour le premier, leurs
de´monstrations dans le Chapitre 4 repose aussi sur le travail pre´liminaire
accompli dans Pirio-Tre´preau [19]. Le premier re´sultat concerne la
varie´te´ de Blaschke d’un tissu semi-extre´mal.
The´ore`me 1.14. — La varie´te´ de Blaschke XT d’un d-tissu semi-
extre´mal T , de type (r, n) avec r ≥ 2, est une varie´te´ projective
irre´ductible de dimension r + 1. De plus, pour (a1, . . . , an) ∈ X
n
T
ge´ne´rique, il existe une courbe rationnelle normale de degre´ q(d),
contenue dans XT et passant par les points a1, . . . , an.
Le point cle´ est que la varie´te´ XT est de dimension r + 1. Le reste en
sera une conse´quence facile, compte tenu des proprie´te´s des applications
de Poincare´ que nous avons mentionne´es plus haut.
Le re´sultat est duˆ a` He´naut [13] pour n = 2 et a` Tre´preau [22] pour
r = 1 avec n ≥ 3. La de´monstration pour r = 1 et n ≥ 3 est plus difficile
et ne sera pas reproduite ici. Le calcul pour r ≥ 2 reste encore un peu
complique´ et donnera lieu aux quelques pages techniques de cet article.
Remarque 1.15. — Rappelons a` quoi correspond, au moins dans cer-
tains cas, la varie´te´ de Blaschke du tissu TZ de´fini par une varie´te´ pro-
jective Z ⊂ Pr+n−1, de dimension pure r, de degre´ d avec q(d) ≥ n−1, et
qui rencontre un (n− 1)-plan ge´ne´rique en d points en position ge´ne´rale
dans ce plan, de genre abe´lien maximal N + 1 = ρr,n(d).
SUR L’ALGE´BRISATION DES TISSUS 13
Si Z est lisse (voir Harris [12]), la varie´te´ Z est contenue dans une
sous-varie´te´ X0 de P
r+n−1, de dimension r+1 et de degre´ minimal n−1.
De plus, l’application canonique κZ : Z 99K P
N admet un prolongement
naturel a` X0. L’image de X0 par ce prolongement n’est autre que la
varie´te´ de Blaschke du tissu TZ .
Il en va probablement de meˆme sous la seule hypothe`se que le tissu TZ
est semi-extre´mal mais nous ne le de´montrons pas ici.
Le The´ore`me 1.14 est une e´tape importante dans l’application de la
me´thode canonique. Comme on verra, il permet de construire un mode`le
ge´ome´trique d’un tissu semi-extre´mal, mais il reste a` montrer que ce
mode`le est alge´brique.
Le moment est propice pour situer le pre´sent article par rapport a`
Tre´preau [22]. Le the´ore`me pre´ce´dent est vrai aussi si r = 1 avec n ≥ 3
et permet alors de de´montrer qu’un d-tissu T semi-extre´mal de type
(1, n) avec n ≥ 3 est isomorphe a` un germe d’un tissu alge´brique grass-
mannien. Dans ce cas, la varie´te´ de Blaschke XT est une surface et les
courbes rationnelles normales de degre´ q(d) contenues dans XT sont des
diviseurs. Cette particularite´ permet d’appliquer, comme le faisait Bol [3],
un re´sultat classique d’Enriques sur la line´arite´ de certains syste`mes
alge´briques de diviseurs et d’en de´duire directement que le tissu T est
isomorphe a` un germe de tissu alge´brique grassmannien.
Ceci n’est plus possible si r ≥ 2. Alors XT est de dimension ≥ 3, les
courbes ne sont pas des diviseurs et nous ne savons pas conclure a` partir
des seules proprie´te´s de XT donne´es par le The´ore`me 1.14, meˆme dans
la cas le plus simple n = 2, sans faire l’hypothe`se que le tissu est de rang
maximal. De plus, sous cette hypothe`se, la solution s’est ave´re´e beaucoup
plus difficile a` obtenir que dans [22].
Dans la perspective de surmonter ces difficulte´s, nous avons introduit
et e´tudie´ dans Pirio-Tre´preau [19] les classes de varie´te´s suivantes.
De´finition 1.16. — Soit q ≥ n−1 et posons d = q+ r(n−1)+2. Une
sous-varie´te´ projective X de PN , irre´ductible de dimension r + 1 et non
contenue dans un hyperplan de PN , appartient a` la classe Xr+1,n(q) si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :
(a) pour (a1, . . . , an) ∈ X
n ge´ne´rique, il existe une courbe rationnelle
normale de degre´ q, contenue dans X et passant par a1, . . . , an ;
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(b) la dimension N ve´rifie N + 1 = ρr,n(d)
(2).
La condition (a) seule implique qu’on a N + 1 ≤ ρr,n(d), voir
[19] The´ore`me 1.2 : la proprie´te´ (b) signifie que X engendre un espace
de dimension maximale, compte tenu de la proprie´te´ (a).
La varie´te´ de Blaschke d’un d-tissu de rang maximal de type (r, n)
appartient donc a` la classe Xr+1,n(q(d)) si r ≥ 2 et q(d) ≥ n− 1.
Nous en venons maintenant aux principaux re´sultats de cet article.
De´finition 1.17. — Deux d-tissus sur des germes (M,x0) et (M
′, x′0)
sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de (M,x0) sur (M
′, x′0) qui
les e´changent.
Le proble`me traditionnel est de montrer qu’un d-tissu T de rang maxi-
mal et de type (r, n), nous supposons ici r ≥ 2, est isomorphe a` un germe
d’un tissu alge´brique grassmannien si d est assez grand.
Nous avons le re´sultat suivant qui re´sout en particulier le proble`me
pre´ce´dent. Nous le donnons en premier parce que toutes les notions qui
interviennent dans l’e´nonce´ ont de´ja` e´te´ introduites. Rappelons la nota-
tion q(d) = d− r(n− 1)− 2.
The´ore`me 1.18. — Soit T un d-tissu de type (r, n) et de rang maxi-
mal, avec r ≥ 2 et q(d) ≥ n − 1. Si n = 2 ou si q(d) 6= 2n − 3, il est
isomorphe a` un germe d’un tissu alge´brique grassmannien.
Avant de le commenter, disons qu’il de´coule de l’un des re´sultats essen-
tiels de [19], la classification comple`te des varie´te´s de la classe Xr+1,n(q),
pre´cise´ment sous l’une des deux conditions n = 2 ou q 6= 2n − 3. Nous
reviendrons plus bas sur le cas q = 2n− 3 avec n ≥ 3, exclu de l’e´nonce´.
Concernant l’hypothe`se q(d) ≥ n − 1, il semble qu’elle soit ne´cessaire
pour que la me´thode canonique puisse eˆtre applique´e avec succe`s. Comme
le rang de T est nul si q(d) < 0, il faut bien suˆr supposer q(d) ≥ 0. La
question inte´ressante de l’existence ou non de contre-exemples lorsque
0 ≤ q(d) < n−1 est ouverte en ge´ne´ral. Les seuls contre-exemples connus
concernent des tissus de codimension 2 avec q(d) = 0, voir en particulier
Goldberg [10] pour (r, n) = (2, 2).
2. En fait N + 1 est donne´ sous une autre forme dans [19]. Nous ve´rifierons dans
le Chapitre 4 qu’on a bien N + 1 = ρr,n(d).
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Notre re´sultat est comple`tement nouveau sauf si q(d) = n − 1 ou si
n = 2.
On peut dire que l’e´nonce´ ci-dessus pour q(d) = n− 1 est folklorique.
La de´monstration de Howe (1932) lorsque (r, n) = (1, 2) se ge´ne´ralise
sans encombre. Nous y reviendrons dans le Chapitre 3.
Le cas n = 2 a e´te´ e´tudie´ par He´naut [13], qui suit la me´thode
canonique, mais sa de´monstration est de´faillante sur deux points.
D’abord, concernant la ge´ome´trie des normales d’un tissu de type (r, 2),
l’auteur se re´fe`re a` un e´nonce´ de Little [15], correct dans ce cas mais
dont la de´monstration dans [15] est au moins douteuse, voir le Cha-
pitre 2. D’autre part, He´naut e´nonce bien que, sous les hypothe`ses du
The´ore`me 1.18 avec n = 2, la varie´te´ de Blaschke du tissu appartient
a` ce que nous appelons la classe Xr+1,2(q(d)) mais son argument pour
en de´duire que c’est une varie´te´ de Veronese d’ordre q(d), ce qui est
ne´cessaire pour conclure, est incorrect, voir le Chapitre 4.
Rappelons que l’e´nonce´ pre´ce´dent ne concerne que les tissus de rang
maximal avec q(d) ≥ n − 1. Si de plus n = 2 ou si q(d) 6= 2n − 3,
il caracte´rise donc les d-tissus de type (r, n) qui sont isomorphes a` un
germe d’un tissu TZ , ou` Z ⊂ P
r+n−1 est de dimension pure r, de degre´ d,
rencontre un (n−1)-plan ge´ne´rique en d points en position ge´ne´rale dans
ce plan et est de genre abe´lien maximal compte tenu de ces conditions.
Le cas n = 2 a ceci de particulier que le genre abe´lien d’une hypersur-
face d’un espace projectif est toujours maximal puisqu’il est e´gal a` son
genre arithme´tique (Griffiths, voir la Section 1.2) et ne de´pend donc que
de son degre´. On a donc :
Corollaire 1.19. — Si r ≥ 2 et d ≥ r + 3, un d-tissu de type (r, 2) est
de rang maximal si et seulement s’il est isomorphe a` un germe d’un tissu
alge´brique de´fini par une hypersurface de degre´ d de Pr+1.
Le prochain e´nonce´ donnera une repre´sentation alge´brique canonique
de tout d-tissu de rang maximal de type (r, n), toujours avec r ≥ 2 et
q(d) ≥ n − 1, mais sans autre hypothe`se. Sa compre´hension exige que
nous fassions quelques rappels tire´s de [19]. Des re´fe´rences pre´cises seront
donne´es dans le Chapitre 4.
Soit X une varie´te´ de la classe Xr+1,n(q). On montre qu’il existe une
unique varie´te´ projective de 1-cycles effectifs de X , nous la notons ΣX ,
dont l’e´le´ment ge´ne´rique est une courbe rationnelle de degre´ q et telle que
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pour tout (a1, . . . , an) ∈ X
n, il existe un e´le´ment de ΣX dont le support
dans X contient les points aj .
Pour plus de clarte´, si x ∈ ΣX , nous notons σ(x) l’e´le´ment x vu comme
une courbe (e´ventuellement non re´duite) de X .
La varie´te´ ΣX est irre´ductible de dimension rn. On de´finit aussi un
ouvert Zariski-dense ΣX,adm de ΣX , nous rappellerons comment dans le
Chapitre 4. Un e´le´ment x de ΣX,adm est appele´ un e´le´ment admissible de
ΣX et l’on dit que σ(x) est une courbe admissible de X .
On a les proprie´te´s suivantes. Un e´le´ment admissible x de ΣX est un
point lisse de ΣX et la courbe σ(x) est une courbe rationnelle normale
de degre´ q, contenue dans la partie lisse de X . La re´union de ces courbes
est un ouvert Zariski-dense Xadm de la partie lisse de X .
D’autre part, si σ(x) est une courbe admissible et p un point de σ(x),
l’ensemble alge´brique
ΣX(p) = {x
′ ∈ ΣX , p ∈ σ(x
′)}
est, au voisinage de x, lisse de codimension r dans ΣX . Enfin, si
p1, . . . , pn sont des points deux-a`-deux distincts de σ(x), les espaces
tangents TxΣX(pj) sont en position ge´ne´rale dans TxΣX .
Nous avons vu dans la Section 1.2 que la paire (Pr+n−1,Gr,n) permet
d’associer a` une sous-varie´te´ alge´brique Z ⊂ Pr+n−1, re´duite de dimension
pure r et de degre´ d, un pre´-tissu alge´brique d’incidence TZ sur Gr,n, dont
le rang est e´gal au genre abe´lien de Z.
Une construction analogue est possible pour la paire (X,ΣX) et une
hypersurface alge´brique Z de X , a` partir des proprie´te´s d’incidence de
Z avec un e´le´ment ge´ne´ral de ΣX , comme nous allons voir. Nous faisons
l’hypothe`se suivante.
L’hypersurface Z est re´duite et toutes ses composantes irre´ductibles
rencontrent la partie admissible Xadm de X.
La premie`re condition nous est familie`re. La seconde condition, qui
n’en est une que si X\Xadm est de codimension un dans X , n’est pas
vraiment ne´cessaire. Simplement une composante de Z contenue dans
X\Xadm ne rencontrerait aucune courbe admissible de X et ne jouerait
aucun roˆle dans la construction qui suit. Le plus simple est d’e´carter ces
e´ventuelles composantes.
Comme une courbe admissible σ(x) est contenue dansXreg, son nombre
d’intersection σ(x) ·Z avec Z est bien de´fini par la the´orie e´le´mentaire de
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l’intersection. Il est inde´pendant de la courbe admissible choisie et c’est
un entier d strictement positif puisque Z rencontre Xadm par hypothe`se.
Nous ve´rifierons que si la courbe admissible σ(x0) est assez ge´ne´rale,
elle rencontre Z transversalement en d points deux-a`-deux distincts de
Zreg. Nous avons donc, au voisinage de x0, d morphismes d’incidence
κj : (ΣX , x0)→ (Z, pj),
ou` pj = κj(x0) et κj(x) est le point d’intersection de σ(x) avec (Z, pj).
Nous ve´rifierons aussi que chaque morphisme κj est une submersion. Il
de´finit donc un feuilletage Fj de type (r, n) sur (ΣX , x0) dont les feuilles
sont les fibres de κj, des ouverts au sens usuel de sous-varie´te´s de la forme
ΣX(p). Compte tenu de la proprie´te´ des espaces tangents Tx0ΣX(pj) que
nous avons mentionne´e plus haut, les feuilletages Fj forment un tissu.
Nous nous autorisons le meˆme abus de langage que dans le cas de la
paire (Pr+n−1,Gr,n).
De´finition 1.20. — Nous dirons qu’une hypersurface alge´brique
re´duite Z, dont toutes les composantes irre´ductibles rencontrent Xadm,
de´finit sur ΣX un tissu alge´brique d’incidence TZ pour la paire (X,ΣX),
d’ordre le nombre d’intersection d de Z avec une courbe admissible de
X, dont le tissu qu’elle de´finit au point ge´ne´ral de ΣX est un germe.
Si φj est un germe de r-forme lisse sur (Z, pj), sa trace
∑d
j=1 κ
⋆
jφj
est un germe de forme sur (ΣX , x0) et, dans le cas ou` les φj sont des
germes d’une meˆme r-forme lisse φ, de´finie sur un ouvert Zariski-dense
de Z, pour la meˆme raison que dans la situation analogue de´crite dans
la Section 1.2, les traces qu’on obtient ainsi sont des germes d’une forme
de´finie sur un ouvert dense de ΣX . Il est clair aussi que l’analogue du
Lemme 1.8 reste vrai dans ce nouveau cadre.
De´finition 1.21. — Une r-forme ΣX-abe´lienne sur Z est une r-forme
lisse sur un ouvert Zariski-dense de Z, de trace nulle.
Nous montrerons que le rang du tissu TZ au point ge´ne´ral de ΣX est
e´gal a` la dimension de l’espace des r-formes ΣX -abe´liennes sur Z et que
celles-ci sont rationnelles. Nous ne savons pas si elles co¨ıncident toujours
avec les formes abe´liennes, c’est-a`-dire avec les r-formes de Barlet sur Z.
Nous avons le re´sultat suivant.
The´ore`me 1.22. — Soit T un d-tissu de type (r, n) et de rang maxi-
mal, avec r ≥ 2 et q(d) ≥ n− 1. Soit XT sa varie´te´ de Blaschke.
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Il existe une hypersurface projective Z de XT , de´finissant un tissu
alge´brique d’incidence TZ , tel que le tissu T est isomorphe a` un germe
du tissu TZ .
Il n’est pas exclu ou plutoˆt le contraire n’est pas de´montre´ dans [19],
que ΣX ou X aient des singularite´s en codimension un. Pour cette raison
il n’est pas exclu que le germe de tissu dont il est question a` la fin de
l’e´nonce´ soit de´fini sur un germe (Σ′X , x0), lisse de dimension rn mais
distinct du germe de ΣX en x0.
Notre dernier e´nonce´ fait le lien entre les deux pre´ce´dents en mon-
trant que la proprie´te´ pour un tissu de rang maximal d’eˆtre isomorphe a`
un germe de tissu alge´brique grassmannien ne de´pend que de sa varie´te´
de Blaschke. Il utilise une notion dont nous esquissons maintenant la
de´finition, voir le de´but du Chapitre 3 pour une pre´sentation pre´cise.
Soit T un d-tissu semi-extre´mal de type (r, n) sur un germe (M,x0).
Nous montrerons qu’il de´finit une structure presque grassmannienne de
type (r, n) sur (M,x0), une proprie´te´ de´ja` pressentie mais qui n’avait
e´te´ e´tablie auparavant que dans quelques cas. Il s’agit d’un type de G-
structure modele´ sur la ge´ome´trie de la grassmannienne Gr,n des (n−1)-
plans de Pr+n−1. Pour guider l’intuition du lecteur, on peut traduire cette
proprie´te´ de la manie`re suivante. En chaque point x de (M,x0), le tissu
T induit un d-tissu constant de meˆme type sur l’espace tangent TxM et
celui-ci est localement isomorphe a` un germe de tissu grassmannien.
Cette proprie´te´ n’apporte rien si r = 1 mais elle joue un roˆle important
si r ≥ 2, ce que nous supposons maintenant. C’est un re´sultat classique
d’Akivis [1], qui appelle un d-tissu T avec d ≥ n+1, qui a la proprie´te´ ci-
dessus, un tissu presque grassmannien, qu’un tel tissu est isomorphe a` un
germe de tissu grassmannien si et seulement si la structure presque grass-
mannienne qu’il de´finit est inte´grable, c’est-a`-dire localement isomorphe
a` celle de la grassmannienne Gr,n.
Si c’est le cas et s’il posse`de une relation abe´lienne comple`te, il est
isomorphe a` un germe de tissu alge´brique grassmannien compte tenu du
the´ore`me d’Abel inverse.
D’autre part, nous avons montre´ dans [19] que, si X est une varie´te´
de la classe Xr+1,n(q), la varie´te´ lisse ΣX,adm des points admissibles de
ΣX est naturellement munie d’une structure presque grassmannienne de
type (r, n). Dans le cas ou` X est la varie´te´ de Blaschke d’un tissu de rang
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maximal T , cette structure co¨ıncide avec celle que de´finit par transport
le germe de tissu isomorphe a` T donne´ par le The´ore`me 1.22.
Notre dernier e´nonce´ est le suivant :
The´ore`me 1.23. — Soit T un d-tissu de type (r, n) et de rang maxi-
mal, avec r ≥ 2 et q(d) ≥ n−1, et XT sa varie´te´ de Blaschke. Le tissu T
est isomorphe a` un germe d’un tissu alge´brique grassmannien si et seule-
ment si la structure presque grassmannienne de ΣXT ,adm est inte´grable.
Les trois the´ore`mes pre´ce´dents sont de´montre´s dans le Chapitre 4,
dans l’ordre suivant. Nous de´montrerons d’abord le The´ore`me 1.22. La
de´monstration ne de´pend que de re´sultats relativement simples de [19]
et d’un analogue du The´ore`me d’Abel inverse pour les germes de tis-
sus d’incidence pour une paire (X,ΣX). Le The´ore`me 1.23 sera alors
une conse´quence de la de´finition dans [19] de la structure presque grass-
mannienne de ΣX,adm. Finalement le The´ore`me 1.18 est une conse´quence
directe d’un re´sutat essentiel de [19], que cette structure est toujours
inte´grable si n = 2 ou si q 6= 2n− 3.
Il reste a` dire quelques mots sur un proble`me inte´ressant que nos
e´nonce´s laissent en suspens : e´tant donne´s r ≥ 2 et n ≥ 3, existe-t-
il un d-tissu de rang maximal, de type (r, n) avec q(d) = 2n − 3, non
isomorphe a` un germe de tissu alge´brique grassmannien ?
Une condition ne´cessaire est qu’il existe une varie´te´ X de la classe
Xr+1,n(2n − 3) telle que la structure presque grassmannienne de ΣX,adm
ne soit pas inte´grable. Malheureusement nous savons peu de choses a` ce
sujet, seulement qu’il en existe si n est e´gal a` trois ou a` quatre, quel que
soit r ≥ 2, ainsi que si r = 2 et n ∈ {5, 6}.
Dans un article a` venir [20], nous montrerons que, pour ces valeurs de
(r, n) et q(d) = 2n− 3, il existe des d-tissus de rang maximal qui ne sont
pas isomorphes a` des germes de tissus alge´briques grassmanniens.
1.5. Notes sur l’origine du proble`me. — La the´orie abe´lienne des
tissus n’a d’abord concerne´ que les tissus plans, autrement dit le cas
(r, n) = (1, 2), que nous excluons de nos e´nonce´s.
En 1932, Blaschke et Howe obtiennent qu’un d-tissu plan grassmannien
sur (P2⋆, x0), i.e. dont les feuilles sont des morceaux de droites de P
2⋆, qui
posse`de une relation abe´lienne comple`te, est alge´brique. C’est la version
initiale du the´ore`me d’Abel inverse exprime´e en termes de tissus.
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Les auteurs introduisent alors le proble`me de ≪ l’alge´brisation ≫ des
tissus plans de rang maximal. Dans ce qui suit, ≪ alge´brisable ≫ voudra
dire isomorphe a` un germe de tissu alge´brique grassmannien.
La borne ρ1,2(d) = (d − 1)(d − 2)/2 est obtenue par Bol. Il est facile
de ve´rifier que tous les 3-tissus plans de rang maximal 1 sont locale-
ment isomorphes. Ils sont donc alge´brisables et meˆme d’une infinite´ de
fac¸ons puisqu’il existe une infinite´ de cubiques de P2 deux-a`-deux non
e´quivalentes.
La meˆme anne´e, Howe re´sout le proble`me pour les 4-tissus de rang
maximal 3, en traduisant le the´ore`me de Lie en termes de tissus.
En 1933 Blaschke comple`te la me´thode canonique pour re´soudre le
proble`me dans le cas des 5-tissus de rang maximal 6. Sa de´monstration
est incorrecte et Bol publie en 1936 un contre-exemple, montrant que
l’e´nonce´ aussi est faux.
Concernant les tissus plans, aucun progre`s n’est a` signaler juqu’en
2002–2003, quand Pirio et Robert construisent, inde´pendamment, de
nouveaux contre-exemples. Le re´sultat suivant a e´te´ obtenu par Mar´ın,
Pereira et Pirio [17].
The´ore`me 1.24. — Pour tout d ≥ 5, il existe des d-tissus plans de
rang maximal qui ne sont pas alge´brisables.
Nous renvoyons au livre Pereira-Pirio [18] pour une pre´sentation de
la the´orie des tissus plans et en particulier des re´sultats re´cents. On y
trouvera aussi plus d’informations qu’ici sur la gene`se de la the´orie, en
particulier du the´ore`me de Blaschke-Howe mais, sur cette gene`se, le livre
Blaschke-Bol [3] reste bien suˆr la re´fe´rence fondamentale.
Venons-en aux tissus de codimension un avec n ≥ 3. En 1934 Bol
obtient, par la me´thode canonique, le re´sultat majeur qu’un d-tissu T ,
de type (1, 3) et de rang maximal, est alge´brisable si d ≥ 6. L’argument
de Bol pour de´montrer que ce que nous appelons la varie´te´ de Blaschke du
tissu T est une surface est en partie ge´ome´trique, base´ sur une analogie
avec une ge´ome´trie de Weyl.
Chern a de´termine´ en 1935 la borne ρ1,n(d) pour le rang d’un tissu
de codimension 1. Plus de quarante ans plus tard, il entreprend avec
Griffiths d’e´tendre le re´sultat de Bol en toute dimension n ≥ 3.
Les deux premie`res parties de Chern-Griffiths [5] restent une re´fe´rence
essentielle pour qui veut comprendre les liens entre le proble`me de
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l’alge´brisation des tissus et la ge´ome´trie alge´brique. Dans la troisie`me
partie, de plus de quarante pages, les auteurs traitent le noyau dur du
proble`me : montrer que la varie´te´ de Blaschke est une surface. Comme
chez Bol, l’ide´e a` la base des calculs qu’ils font est de nature ge´ome´trique,
la ge´ome´trie des chemins se substituant a` la ge´ome´trie de Weyl. Ils re-
connaˆıtront trois ans plus tard dans [6] une erreur dans cette partie de
l’article, qui les force a` affaiblir de fac¸on conside´rable leur e´nonce´ initial.
Le proble`me est finalement re´solu par Tre´preau [22], qui obtient le
re´sultat suivant.
The´ore`me 1.25. — Un d-tissu semi-extre´mal de type (1, n) avec n ≥ 3
est alge´brisable.
L’argument de [22], pour montrer que la varie´te´ de Blaschke est une
surface, est analytique. Il s’agit d’un calcul, laborieux mais direct, du
rang d’un parame´trage local de cette varie´te´. La meˆme ide´e apparaˆıt
de´ja` dans l’article de He´naut [13] a` propos des tissus de type (r, 2), un
cas pour lequel le calcul du rang de ce parame´trage est plus facile.
En 1976 paraˆıt l’article de Griffiths, Variations on a theorem of
Abel [11], qui donne des versions ge´ne´rales du the´ore`me d’Abel et du
the´ore`me d’Abel inverse de Darboux. En 1978, la meˆme anne´e que [5],
paraˆıt l’article de Chern et Griffiths [7] sur le rang des tissus de type
(r, n). Outre la borne sur le rang, ils y de´crivent la ge´ome´trie des
normales d’un tissu de rang maximal de codimension 2. La de´couverte
d’une lacune dans [5] est peut-eˆtre l’une des raisons pour lesquelles ils
n’ont pas poursuivi l’e´tude de ce proble`me.
2. Tissus constants semi-extre´maux
Dans ce chapitre, nous ne conside´rons que des tissus constants, de
type (r, n) sur un espace vectoriel V de dimension rn, c’est-a`-dire des
tissus dont les e´le´ments sont des feuilletages de V en sous-espaces affines
paralle`les de codimension r.
Nous verrons au de´but du Chapitre 3 que, pour ce qui est des questions
que nous abordons ici, on ne perd rien en ge´ne´ralite´ a` supposer les tissus
constants. Et l’on gagne beaucoup quant a` la clarte´ des notations.
Nous rappellerons d’abord la de´monstration du The´ore`me 1, la borne
de Chern-Griffiths, que nous e´noncerons sous une forme pre´cise´e.
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Nous caracte´riserons ensuite, c’est le re´sultat important de ce chapitre,
la proprie´te´ pour un tissu constant d’eˆtre semi-extre´mal par la ge´ome´trie
de son syste`me de normales, voir la Proposition 2.5.
2.1. Les bornes de Chern-Griffiths. — Soit T = {F1, . . . ,Fd} un
tissu constant de type (r, n) sur l’espace vectoriel V . Les feuilles de Fj
sont les fibres d’une application line´aire de rang r
κj = (uj,1, . . . , uj,r) : V → C
r
et Ωj = duj,1 ∧ · · · ∧ duj,r est une normale ge´ne´ratrice de Fj. Comme la
normale Ωj est ferme´e, une normale φj = cjΩj de Fj sur (V, 0) est ferme´e
si et seulement si dcj ∧ Ωj = 0, donc si et seulement si la fonction cj est
de la forme cj = fj(κj), ou` fj est une fonction sur (C
r, 0). De plus, le
germe cj est nul si et seulement si le germe fj est nul.
Avec ces notations, une relation abe´lienne de T sur (V, 0) est un d-uplet
de normales ferme´es fj(κj)Ωj dont la somme est nulle. Soit fj =
∑+∞
h=0 pj,h
la de´compositon de fj en se´rie de polynoˆmes homoge`nes, pj,h e´tant de
degre´ h. Comme les formes Ωj sont constantes, il est clair que le d-uplet
des pj,h(κj)Ωj est une relation abe´lienne du tissu T , homoge`ne de degre´ h.
Suivant [7] nous allons de´montrer la forme pre´cise´e suivante de (1).
Proposition 2.1. — Soit T un d-tissu constant de type (r, n) sur l’es-
pace vectoriel V . Pour tout h ∈ N, la dimension de l’espace R(h) des
relations abe´liennes de T qui sont homoge`nes de degre´ h ve´rifie
(4) dimR(h) ≤
(
r − 1 + h
r − 1
)
×max (d− (r + h)(n− 1)− 1, 0) .
Nous montrerons dans la prochaine section qu’il existe des tissus
constants pour lesquels les bornes (4) sont atteintes quel que soit h.
Soit Er(h) l’espace, de dimension
(
r−1+h
r−1
)
, des polynoˆmes homoge`nes
de degre´ h sur Cr et N(h) l’espace engendre´ par les normales ferme´es
homoge`nes de degre´ h du tissu T . L’application line´aire Er(h)
d → N(h),
de´finie par (c1, . . . , cd) 7→
∑d
j=1 cj(κj) Ωj, est surjective et son noyau est
isomorphe a` l’espace R(h). On a donc
dimR(h) + dimN(h) = d dimEr(h).
Pour de´montrer (4), il suffit de montrer qu’on a :
(5) d = (r + h)(n− 1) + 1 ⇒ R(h) = 0,
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ce qui donne alors dimN(h) = ((r+h)(n−1)+1) dimEr(h). En effet on
en de´duit qu’on a encore R(h) = 0 si d ≤ (r + h)(n − 1) + 1 et, comme
la dimension minimale de N(h) ne peut que croˆıtre avec d, qu’on a :
d > (r+h)(n−1)+1 ⇒ dimR(h) ≤ (d− (r+h)(n−1)−1) dimEr(h).
De´monstration de (5) pour h = 0. — Soit (c1Ω1, . . . , cdΩd) une relation
abe´lienne a` coefficients constants. Par syme´trie, il suffit de montrer que
c1 est nul.
Pour le voir, on multiplie la relation
∑d
j=1 cjΩj = 0 par une (d − 1)-
forme K telle que Ω1 ∧ K 6= 0 et Ωj ∧ K = 0 si j ≥ 2, ce qui donne
c1(Ω1 ∧K) = (
∑d
j=1 cjΩj) ∧K = 0 et le re´sultat.
Reste a` ve´rifier qu’une telle forme K existe. (C’est conside´re´ comme
e´vident dans [7].) Pour les besoins de la re´currence, nous supposons seule-
ment d ≥ n et d ≤ r(n− 1) + 1. L’existence de K est e´vidente si d = n
puisque la condition (PG) donne alors Ω1 ∧ · · · ∧ Ωn 6= 0.
Notons Fj = Ker κj ⊂ V la direction du feuilletage Fj et F
⊥
j ⊂ V
⋆ son
orthogonal. E´tant donne´ v = (v2, . . . , vd) ∈
∏d
j=2 F
⊥
j , posons
K(v) = ∧dj=2 dvj, Kk(v) = ∧
d
j=2,j 6=k dvj , k = 2, . . . , d.
On a toujours Ωj ∧ K(v) = 0 si j ≥ 2. D’autre part, pour un tissu
donne´, Ω1 ∧ K(v) est ou bien toujours nul, ou bien non nul pour tout
v dans un ouvert dense de
∏d
j=2 F
⊥
j . Pour montrer que c’est la seconde
proprie´te´ qui est vraie, nous raisonnons par l’absurde et par re´currence,
en supposant d > n et que la seconde proprie´te´ est vraie pour tous les
sous-tissus d’ordre d− 1 de T . Plus pre´cise´ment nous pouvons supposer
(6) Ω1 ∧K(v) = 0, Ω1 ∧Kk(v) 6= 0 (k = 2, . . . , d),
pour tout v ∈
∏d
j=2 F
⊥
j voisin d’un certain v
0 fixe´. Soit H le sous-espace
de V ⋆, de dimension r + d − 2 < rn, engendre´ par F⊥1 et les formes
v02, . . . , v
0
d−1.
En appliquant (6) a` v0, nous obtenons que v0d appartient a` H . En
e´crivant (6) pour v = v0 puis, pour k ∈ {2, . . . , n} donne´, en faisant
varier vk au voisinage de v
0
k, en particulier vk de´crit une base de F
⊥
k ,
nous obtenons que F⊥k est contenu dans H .
Ainsi H contient F⊥1 , . . . , F
⊥
n . C’est une contradiction car, compte tenu
de la condition de position ge´ne´rale (PG), ces espaces sont en somme
directe et donc engendrent un espace de dimension rn > dimH .
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De´monstration de (5) pour h ≥ 1. — Nous supposons que (5) est vrai a`
l’ordre h− 1 et nous le de´montrons a` l’ordre h. Par syme´trie, il suffit de
montrer que la n-ie`me composante d’un e´le´ment de R(h) est nulle.
Le sous-tissu T ′ = T \{F1, . . . ,Fn−1} est d’ordre d− (n− 1) donc, par
hypothe`se de re´currence, l’espace R′(h − 1) de ses relations homoge`nes
de degre´ h− 1 est re´duit a` 0.
Soit X ∈ ∩n−1j=1Fj , vu comme un champ de vecteurs constant sur V .
Notons que
X · cj(κj) =
r∑
a=1
(X · uj,a)
∂cj
∂ta
(κj),
ou` les coefficients sont des scalaires. Il en re´sulte que (X · cj(κj))Ωj est
une normale ferme´e de Fj , nulle si j = 1, . . . , n − 1. En appliquant un
tel vecteur a` un e´le´ment de R(h), on obtient donc en fait un e´le´ment de
R′(h− 1), donc une relation triviale.
En particulier, la n-ie`me composante de la relation initiale est annule´e
a` la fois par les vecteurs X ∈ Fn et par les e´le´ments du supple´mentaire
∩n−1j=1Fj de Fn. Cette composante est constante et homoge`ne de degre´
h ≥ 1, donc nulle.
Finissons par une remarque. Soit T ′ un sous-tissu d’ordre d′ = d − 1
du d-tissu T , avec d − 1 ≥ (r + h)(n − 1) + 1. Notons R(h), R′(h),
N(h) et N ′(h) les espaces associe´s de relations et de normales ferme´es
homoge`nes de degre´ h. On sait que dimR(h) + dimN(h) = d dimEr(h)
et que dimR′(h) + dimN ′(h) = (d− 1) dimEr(h).
Si la dimension de R(h) est maximale, comme N ′(h) est un sous-espace
de N(h), on obtient dimR′(h) ≥ dimR(h)−dimEr(h) et donc que R
′(h)
est de dimension maximale.
En appliquant cette remarque a` h ∈ {0, 1} et en ite´rant, on obtient le
lemme suivant, que nous utiliserons.
Lemme 2.2. — Un sous tissu T ′, d’ordre d′ avec q(d′) ≥ n − 1, d’un
d-tissu constant semi-extre´mal est aussi semi-extre´mal.
2.2. Exemples. — Nous continuons avec les notations pre´ce´dentes.
Notons A = {1, . . . , r}×{1, . . . , n}. Soit m = (ma,α)(a,α)∈A une base de
V ⋆. Cette base e´tant fixe´e, nous associons a` tout point p = [ξ1 : · · · : ξn]
de Pn−1, le feuilletage F(p), constant de type (r, n), dont la direction est
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donne´e par le syste`me d’e´quations
n∑
α=1
ξαma,α = 0, a = 1, . . . , r.
Ces feuilletages n’ont rien de particulier si r = 1. Nous supposons main-
tenant r ≥ 2. Des feuilletages F(pj) ve´rifient la condition (PG) si et
seulement si les points pj sont en position ge´ne´rale dans P
n−1. Il suffit
de le ve´rifier pour d = n ; les deux proprie´te´s se traduisent alors par le
fait que la matrice n × n forme´e a` partir des syste`mes de composantes
homoge`nes des pj est inversible.
Le lemme suivant est standard.
Lemme 2.3. — Une base (ma,α)(a,α)∈A de V
⋆ e´tant donne´e, si d points
deux-a`-deux distincts pj appartiennent a` une meˆme courbe rationnelle
normale de degre´ n − 1 de Pn−1, les bornes (4) sont atteintes pour tout
h par le tissu {F(p1), . . . ,F(pd)}. Il est donc de rang maximal.
De´monstration. — Une courbe rationnelle normale de degre´ n− 1 dans
P
n−1 admet un parame´trage de la forme p(t) = [φ1(t) : · · · : φn(t)], ou`
les φα(t) forment une base de l’espace des polynoˆmes de degre´ ≤ n− 1.
Les points pj = p(tj), on peut supposer tj ∈ C, sont en position ge´ne´rale
dans Pn−1 de`s que les tj sont deux-a`-deux distincts.
Pour toute valeur de t ∈ C, notons la(t) =
∑n
α=1 φα(t)ma,α. En
de´veloppant Ω(t) = ∧ra=1dla(t) suivant les puissances de t, on obtient
Ω(t) =
r(n−1)∑
ρ=0
tρKρ,
ou` les r-formes constantes Kρ ne de´pendent pas de t. Ainsi les normales
ge´ne´ratrices constantes Ω(t) des feuilletages F(p(t)) engendrent, quand
t de´crit C, un espace de dimension ≤ r(n− 1) + 1.
Plus ge´ne´ralement, e´tant donne´ h ∈ N et c ∈ Er(h), la fonction
c(l1(t), . . . , lr(t)) est polynomiale en t de degre´ ≤ h(n− 1) donc
c(l1(t), . . . , lr(t)) Ω(t) =
(r+h)(n−1)∑
ρ=0
tρKc,ρ,
ou` les Kc,ρ sont des r-formes homoge`nes de degre´ h sur V , inde´pendantes
de t et de´pendant line´airement de c ∈ Er(h). Quand t de´crit C et que
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c parcourt une base de Er(h), elles engendrent un espace de dimension
≤ dimEr(h)× ((r + h)(n− 1) + 1).
Ceci de´montre le lemme. En effet, si le d-tissu T est comme dans
l’e´nonce´, on obtient que l’espace N(h) engendre´ par ses normales ferme´es
homoge`nes de degre´ h ve´rifie
dimN(h) ≤ dimEr(h)×min(d, (r + h)(n− 1) + 1),
ce qui e´quivaut au fait que le premier membre de (4) est aussi plus grand
que le second.
Le lemme pre´ce´dent a l’inte´reˆt de montrer simplement que la borne
ρr,n(d) pour le rang d’un tissu T est atteinte et, dans le cas d’un tissu
constant, qu’elle est atteinte si et seulement si les ine´galite´s (4) sont des
e´galite´s pour tout h.
Comme conse´quence, si q(d) ≥ n − 1, un d-tissu constant est semi-
extre´mal si et seulement si ses espaces R(0) et R(1) sont de dimension
maximale, soit d−r(n−1)−1 et r[d− (r+1)(n−1)−1] respectivement,
et c’est le cas s’il est de rang maximal.
Le lemme pre´ce´dent admet la re´ciproque suivante, de´ja` remarque´e dans
Chern-Griffiths [6] et Little [15].
Lemme 2.4. — On suppose d ≥ r(n − 1) + 1 si r ≥ 3, d ≥ 2n + 1 si
r = 2. Si le syste`me des normales constantes du tissu {F(p1), . . . ,F(pd)}
est de rang minimal r(n− 1)+ 1, les points pj sont situe´s sur une meˆme
courbe rationnelle normale de degre´ n− 1 de Pn−1.
De´monstration. — Si p = [ξ1 : · · · : ξn] ∈ P
n−1,
Ω(p) =
r∧
a=1
(
n∑
α=1
ξα dma,α
)
=
n∑
α1,...,αr=1
ξα1 . . . ξαr dm1,α1 ∧ · · · ∧ dmr,αr
est une normale constante ge´ne´ratrice de F(p). Tous les monoˆmes ho-
moge`nes de degre´ r en (ξ1, . . . , ξn) sont des composantes de Ω(p) dans
la base canonique de ∧rV ⋆, avec des re´pe´titions, les autres composantes
e´tant nulles. On en de´duit que le rang du syste`me des normales des feuille-
tages F(pj) est e´gal a` la dimension de l’espace engendre´ par les points
vr(p1), . . . vr(pd), ou` vr est un plongement de Veronese d’ordre r de P
n−1,
c’est-a`-dire associe´ au syste`me line´aire |OPn−1(r)|.
C’est un re´sultat classique de Castelnuovo, voir par exemple Har-
ris [12], que si d ≥ r(n − 1) + 1 (respectivement d ≥ 2n + 1 si r = 2),
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la dimension de l’espace engendre´ par les points vr(pj) est de dimension
minimale r(n−1)+1 si et seulement si les points pj, suppose´s eˆtre en po-
sition ge´ne´rale dans Pn−1, appartiennent a` une meˆme courbe rationnelle
normale de degre´ n− 1.
2.3. La ge´ome´trie du syste`me des normales. — Nous avons le
re´sultat suivant.
Proposition 2.5. — Soit T un d-tissu constant semi-extre´mal de type
(r, n) sur l’espace V avec r ≥ 2. Il existe une base (ma,α)(a,α)∈A de V
⋆ et
des points p1, . . . , pd, en position ge´ne´rale dans P
n−1, tels que les compo-
santes de T soient les feuilletages F(pj). De plus les points pj sont situe´s
sur une meˆme courbe rationnelle normale de degre´ n− 1 dans Pn−1.
Chern et Griffiths cherchent dans [6] a` e´tablir un re´sultat de cette
nature. Ils l’obtiennent pour r = 2, mais en renforc¸ant la condition (PG)
si n ≥ 3. Ils n’utilisent que le fait que le syste`me des normales constantes
est de rang minimal 2(n − 1) + 1. Little cherche dans [15] a` ge´ne´raliser
l’e´tude de [6] pour r ≥ 3 mais sa de´monstration semble reposer sur un
cercle vicieux, a` la fin de la page 26 ou au de´but de la page 27.
De´monstration. — La seconde partie de l’e´nonce´ est une conse´quence de
la premie`re et du Lemme 2.4.
Notons Fj les composantes du tissu T , Fj la direction et Ωj une nor-
male ge´ne´ratrice constante de Fj .
A` l’oppose´ des travaux que nous venons de mentionner, c’est a` partir
de l’espace des relations abe´liennes homoge`nes de degre´ 1 du tissu que
nous allons construire la base adapte´e (ma,α)(a,α)∈A.
Nous supposons d’abord q(d) = n− 1.
Alors d = (r+1)(n−1)+2 et par hypothe`se l’espace R(1) des relations
homoge`nes de degre´ 1 est de dimension maximale r(d−(r+1)(n−1)−1)
c’est-a`-dire de dimension r. Soit
(ua,1Ω1, . . . , ua,dΩd), a = 1, . . . , r,
une base de R(1). Nous affirmons que F⊥j = 〈u1,j, . . . , ur,j〉 pour tout
j. Sinon une combinaison line´aire non triviale convenable des relations
ci-dessus aurait sa j-ie`me composante nulle. Elle induirait une relation
abe´lienne non triviale du (d − 1)-tissu T \{Fj}, ce qui est impossible
d’apre`s la majoration (4) applique´e a` d− 1.
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Comme V ⋆ = ⊕nj=1F
⊥
j , nous de´finissons une base de V
⋆ en posant
ma,α = ua,α, a = 1, . . . , r, α = 1, . . . , n.
Pour ce choix de base et par construction, pour j = 1, . . . , n le feuilletage
Fj est le feuilletage F(pj) associe´ au point pj ∈ P
n−1 dont les coordonne´es
homoge`nes sont toutes nulles sauf la j-ie`me.
D’autre part, les normales Ωj engendrent un espace de dimension
r(n− 1) + 1 = d − n et sont en position ge´ne´rale dans cet espace. Nous
choisissons Ωn+1, . . . ,Ωd comme base de cet espace et de´composons
Ωα =
d∑
j=n+1
ξα,j Ωj, α = 1, . . . , n.
Les relations
∑d
j=1 ua,jΩj = 0 s’e´crivent alors
d∑
j=n+1
(
ua,j +
n∑
α=1
ξα,jua,α
)
Ωj = 0.
Si j ≥ n + 1, le feuilletage Fj est donc de´fini par le syste`me
n∑
α=1
ξα,jma,α = 0, a = 1, . . . , r.
C’est le feuilletage F(pj) associe´ au point pj = [ξ1,j : · · · : ξn,j] de P
n−1
pour la base desma,α. Ceci de´montre la proposition dans le cas particulier
ou` q(d) = n− 1.
Nous supposons maintenant q(d) ≥ n− 1.
Pour en de´duire le re´sultat dans le cas ge´ne´ral, le plus simple est d’ap-
pliquer le Lemme 3.3, duˆ a` Akivis [1], que nous de´montrerons au de´but
du Chapitre 3 : un (n + 1)-tissu de´termine sur V une structure presque
grassmannienne constante.
Nous venons de montrer que si q(d) = n− 1, un d-tissu semi-extre´mal
est presque grassmannien, c’est-a`-dire que les structures de´termine´es par
ses sous-tissus d’ordre (n + 1) co¨ıncident.
Dans le cas ge´ne´ral, comme tous les sous-tissus de T , d’ordre d′ avec
q(d′) ≥ n − 1, sont aussi semi-extre´maux d’apre`s le Lemme 2.2, il suffit
d’appliquer le cas particulier de´ja` re´solu a` tous les sous-tissus d’ordre
(r + 1)(n − 1) + 2 qui contiennent F1, . . . ,Fn+1 pour obtenir encore le
re´sultat.
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3. Tissus semi-extre´maux et la me´thode canonique
Nous revenons au cas ge´ne´ral. Nous rappelons d’abord la notion de
structure presque grassmannienne, nous dirons aussi Gr,n-structure, et
sa relation avec la the´orie abe´lienne des tissus, suivant Akivis [1].
E´tant donne´ un tissu T sur un germe (M,x0), nous de´finissons son tissu
tangent Tx en un point x. C’est un tissu constant sur l’espace tangent
TxM , dont le rang est au moins e´gal a` celui de T . Ce fait nous permet
d’appliquer les re´sultats obtenus pour les tissus constants dans le chapitre
pre´ce´dent, d’abord bien suˆr d’obtenir la borne de Chern-Griffiths dans le
cas ge´ne´ral.
La principale application concerne les tissus semi-extre´maux. Il re´sulte
de la Proposition 2.5 qu’un tel tissu de´termine une structure presque gras-
mannienne sur le germe (M,x0) ou` il est de´fini, et meˆme un peu plus. Ces
proprie´te´s sont suffisantes pour mettre en œuvre la me´thode canonique
de fac¸on efficace. Elles sont d’ailleurs inutiles dans le cas particulier ou`
q(d) = n− 1, dont nous rappelons la de´monstration historique.
La fin du chapitre est plus technique. Il s’agira de calculer le rang d’une
application qui parame`tre le germe de varie´te´ de´crit par les courbes σ(x)
dont il est question dans la De´finition 1.13 de la varie´te´ de Blaschke. Le
re´sultat cle´, que cette application est de rang r+1, nous permettra dans
le prochain chapitre de montrer que la varie´te´ de Blaschke XT du tissu
est elle-meˆme de dimension r + 1.
3.1. Structures et tissus presque grassmanniens. — Nous notons
a` nouveau A = {1, . . . , r} × {1, . . . , n} et nous indexons les e´le´ments
d’une base de Crn par les paires (a, α) ∈ A. Les entre´es d’une matrice
g ∈ GL(Crn) s’e´crivent alors gaα,bβ avec (a, α), (b, β) ∈ A.
Soit Gr,n le sous-groupe des matrices g ∈ GL(C
rn) de la forme
gaα,bβ = CabAαβ , (a, α), (b, β) ∈ A.
Une structure presque grassmannienne de type (r, n) ou Gr,n-structure sur
le germe lisse (M,x0) de dimension rn est une G-structure sur (M,x0)
pour le groupe G = Gr,n.
Parmi les diffe´rentes fac¸ons de se donner une telle structure, la plus
commode ici est de la de´finir par une famille maximale de bases du mo-
dule des 1-formes sur (M,x0) telle que les formules de passage d’une base
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(ma,α)(a,α)∈A de la famille a` une autre (na,α)(a,α)∈A sont de la forme
(7) na,α =
r∑
b=1
n∑
β=1
CabAαβ mb,β,
ou` les coefficients Cab et Aαβ sont des fonctions sur (M,x0). Nous dirons
qu’une base qui appartient a` la famille de´finit la structure.
Nous utiliserons les notions ge´ome´triques suivantes qu’une Gr,n-
structure permet de de´finir.
De´finition 3.1. — Soit (M,x0) un germe lisse muni de la Gr,n-struc-
ture de´finie par une base (ma,α)(a,α)∈A. Une sous-varie´te´ distingue´e de
(M,x0) est une sous-varie´te´ N de codimension r, dont l’espace tangent
TxN en un point est donne´ par des e´quations de la forme
(8)
n∑
α=1
ξα(x)ma,α(x) = 0, a = 1, . . . , r.
De´finition 3.2. — Un feuilletage sur (M,x0) est presque grassmannien
si ses feuilles sont des sous-varie´te´s distingue´es de (M,x0). Un tissu est
presque grassmannien si les feuilletages qui le composent le sont.
Il est tre`s facile de ve´rifier que ces notions ne de´pendent que de la struc-
ture et pas de la base de´finissante choisie. D’autre part, la structure est
de´termine´e par ses sous-varie´te´s distingue´es. L’e´nonce´ plus pre´cis suivant
est duˆ a` Akivis [1]. Nous l’avons utilise´ a` la fin du chapitre pre´ce´dent.
Lemme 3.3. — Soit {F1, . . . ,Fn+1} un (n+ 1)-tissu de type (r, n) sur
un germe (M,x0). Il existe une et une seule Gr,n-structure sur (M,x0)
pour laquelle ce tissu est presque grassmannien.
De´monstration. — Chaque feuilletage Fj est de´fini par un syste`me
ωa,j = 0, a = 1, . . . , r.
Compte tenu de la condition (PG), les ωa,α avec α 6= n + 1 forment une
base du module des 1-formes sur (M,x0). Pour chaque a, on de´compose
ωa,n+1 dans cette base
ωa,n+1 =
n∑
α=1
ma,α, ma,α =
r∑
b=1
Cabαωb,α.
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La condition (PG) implique que les ma,α forment une base. Par construc-
tion, les feuilletages Fj sont de´finis respectivement par les syste`mes
m1,j = · · · = mr,j = 0 (j = 1, . . . , n),
n∑
α=1
m1,α = · · · =
n∑
α=1
mr,α = 0.
En particulier ils sont presque grassmanniens pour la Gr,n-structure
de´finie par la base (ma,α)(a,α)∈A.
Supposons qu’ils sont aussi presque grassmanniens pour la structure
de´finie par une autre base (na,α)(a,α)∈A. Par de´finition, chaque feuilletage
Fj est de´fini dans la nouvelle base par un syste`me analogue a` (8) dont
les coefficients forment un syste`me de coordonne´es homoge`nes de pj(x)
pour une certaine fonction pj : (M,x0)→ P
n−1. Un changement de base
n′a,α =
n∑
β=1
Aαβna,β,
ne modifie pas la structure et permet de supposer que pn+1 = [1 : · · · : 1]
et que, si j ≤ n, les coordonne´es homoge`nes des pj sont nulles sauf la
j-ie`me, autrement dit que les Fj sont de´finis par les syste`mes
n1,j = · · · = nr,j = 0 (j = 1, . . . , n),
n∑
α=1
n1,α = · · · =
n∑
α=1
nr,α = 0.
Des deux pre´sentations obtenues de la meˆme famille de feuilletages, on
de´duit que na,j =
∑n
b=1Cabjmb,j pour j = 1, . . . , n et que
r∑
b=1
n∑
j=1
Cabjmb,j =
r∑
b=1
n∑
j=1
Dabmb,j.
Donc Cabj = Dab pour tout j et les deux bases de 1-formes de´finissent la
meˆme structure presque grassmannienne.
Deux Gr,n-structures, de´finies sur des germes (M,x0) et (M
′, x′0), sont
isomorphes s’il existe un isomorphisme de (M,x0) sur (M
′, x′0) qui les
e´change.
Suivant la terminologie habituelle de la the´orie des G-structures, une
Gr,n-structure est inte´grable si elle est (localement) de´finissable par une
base de 1-formes exactes. Sans le dire, nous avons montre´ au de´but
de la Section 1.2 que la grassmannienne Gr,n admet une Gr,n-structure
inte´grable. On ve´rifie facilement que deux Gr,n-structures inte´grables sont
isomorphes.
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Il est remarquable que si r ≥ 2, ce n’est pas le cas si r = 1, la pro-
prie´te´ pour un d-tissu de type (r, n) d’eˆtre isomorphe a` un tissu grass-
mannien est caracte´rise´e par une proprie´te´ ge´ome´trique simple. Comme
le remarque Akivis [1], si d ≥ n + 1 il suffit pour montrer que c’est le
cas, de montrer d’une part que le tissu est presque grassmannien, c’est-
a`-dire que tous les (n + 1)-tissus qu’on peut en extraire de´finissent la
meˆme structure presque grassmannienne, ensuite que cette structure est
inte´grable.
Nous n’aurons pas directement besoin dans cet article des crite`res
d’inte´grabilite´ donne´s en particulier dans Akivis [1] et Goldberg [10],
mais ils interviennent dans [19] dont nous utiliserons les re´sultats dans
les de´monstrations du Chapitre 4.
3.2. Tissu tangent et applications. — Soit T = {F1, . . . ,Fd} un
d-tissu de type (r, n) sur un germe lisse (M,x0). Pour chaque j, soit Ωj
une normale ge´ne´ratrice de Fj.
La valeur Ωj(x0) ∈ ∧
rT ⋆x0M est une normale ge´ne´ratrice d’un feuille-
tage constant Fj,x0 de Tx0M , e´videmment inde´pendant du choix de Ωj .
De´finition 3.4. — Le d-tissu constant Tx0 = {F1,x0, . . . ,Fd,x0} sur
Tx0M est le tissu tangent de T en x0.
Soit z une fonction ou une forme sur (M,x0). Sa valuation en x0 est
son ordre fini ou infini d’annulation au point x0. Si la valuation de z
est supe´rieure ou e´gale a` un entier donne´ h ≥ 0, on lui associe sa partie
principale d’ordre h, un polynoˆme [z]h homoge`ne de degre´ h sur Tx0M .
Si l’on se donne un syste`me de coordonne´es de M en x0, [z]h est sim-
plement la partie homoge`ne de degre´ h de la se´rie de Taylor de z en x0.
Il est bien connu que, interpre´te´e comme un polynoˆme sur Tx0M , elle ne
de´pend pas du syste`me de coordonne´es choisi.
Soit R l’espace des relations abe´liennes du tissu T en x0 et si h ∈ N,
Rh le sous-espace de R de ses relations de valuation ≥ h.
Si des zj Ωj sont les composantes d’un e´le´ment de Rh, comme
[zj Ωj ]h = [zj ]hΩj(x0), [d(zj Ωj)]h−1 = d[zj ]h ∧ Ωj(x0),
le d-uplet des [zj ]hΩj(x0) est une relation abe´lienne, homoge`ne de degre´
h du tissu tangent Tx0 . Nous avons donc un morphisme line´aire
(9) Rh/Rh+1 → Rx0(h),
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e´videmment injectif, a` valeurs dans l’espace Rx0(h) des relations
abe´liennes homoge`nes de degre´ h du tissu tangent Tx0 . Compte tenu de
la Proposition 2.1 nous obtenons la borne de Chern-Griffiths sous la
forme pre´cise´e
(10) dimRh/Rh+1 ≤ dimEr(h)×max (d− (r + h)(n− 1)− 1, 0).
Nous supposons maintenant que le tissu T est semi-extre´mal de type
(r, n) avec r ≥ 2.
Les applications canoniques R0/R1 → Rx0(0) et R1/R2 → Rx0(1) sont
alors ne´cessairement des isomorphismes, en particulier le tissu tangent Tx0
est semi-extre´mal. Comme la proprie´te´ d’eˆtre semi-extre´mal est ouverte,
le tissu tangent Tx en tout point x ∈ (M,x0) est semi-extre´mal.
Nous pouvons donc appliquer la Proposition 2.5. La notion de struc-
ture presque grassmannienne permet d’e´noncer le re´sultat dans un cadre
ge´ome´trique naturel.
The´ore`me 3.5. — Un d-tissu semi-extre´mal T = {F1, . . . ,Fd} de type
(r, n), r ≥ 2, sur un germe (M,x0), y de´termine une Gr,n-structure pour
laquelle il est presque grassmannien. De plus, si la base (ma,α)(a,α)∈A
de´finit la structure, il existe une base (pα(t))
n
α=1 du module des polynoˆmes
de degre´ ≤ n−1 et a` coefficients analytiques sur (M,x0), et des fonctions
θj : (M,x0)→ P
1 telles que Fj est de´fini par le syste`me
n∑
α=1
pα(θj)ma,α = 0, a = 1, . . . , r.
Il re´sulte des commentaires de la section pre´ce´dente que le tissu est
isomorphe a` un germe de tissu grassmannien si et seulement si l’on peut
choisir les formes ma,α ferme´es.
Un changement de base na,α =
∑n
β=1Cαβma,β permet de supposer
pα(t) = t
α−1, inde´pendant de x ∈ (M,x0). On se rame`ne aussi a` ce que
les θj soient a` valeurs dans C. On obtient ainsi la forme normale suivante
(11)
n∑
α=1
θα−1j ma,α = 0, a = 1, . . . , r,
des e´quations des Fj. C’est cette forme que nous utiliserons dans les
calculs qui vont suivre. Les points [1 : θj(x) : · · · : θj(x)
n−1] appartiennent
a` une courbe rationnelle normale de degre´ n − 1 de Pn−1. C’est une
proprie´te´ des normales du tissu qui, sauf si n = 2, n’est pas implique´e
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par le fait qu’il est presque grassmannien. Enfin, meˆme si la structure est
inte´grable, on ne peut pas toujours choisir une base de formes ferme´es
pour laquelle les e´quations du tissu s’e´crivent sous la forme normale
3.3. Une de´monstration historique. — Soit T un d-tissu de type
(r, n) avec q(d) = n − 1. Compte tenu de (10) il n’a pas de relation
abe´lienne non triviale de valuation ≥ 2. Il revient au meˆme de dire qu’il
est de rang maximal ou qu’il est semi-extre´mal, ce que nous supposons.
C’est un cas qui n’est pas exclu dans la suite de cet article, mais il
serait dommage de ne pas rappeler ici la de´monstration classique du fait
qu’il est isomorphe a` un germe de tissu alge´brique grassmannien. Nous
renvoyons a` Chern [8] pour sa relation avec le the´ore`me de Lie sur les
surfaces de double translation et ses ge´ne´ralisations (Tschebotarow 1927,
Wirtinger 1938).
La puissance de la me´thode canonique est spectaculaire dans ce cas.
La de´monstration de Howe lorsque (r, n) = (1, 2) (voir [3]) se ge´ne´ralise
sans encombre, a` partir ≪ seulement ≫ des de´finitions, de la borne de
Chern-Griffiths et du the´ore`me d’Abel inverse.
Le d-tissu T est de rang maximal r+n. Nous reprenons les notations de
la Section 1.3. Les applications de Poincare´ prennent leurs valeurs dans
l’espace Pr+n−1. C’est un exercice de ve´rifier directement (plus simple-
ment que dans la prochaine section) que si x ∈ (M,x0), les d points κj(x)
engendrent un espace projectif 〈κ1(x), . . . , κd(x)〉 de dimension n− 1 et
que l’application
x 7→ 〈κ1(x), . . . , κd(x)〉,
est un isomorphisme de (M,x0) sur un germe de la grassmannienne Gr,n.
C’est en fait cette application que Poincare´ conside`re dans [21] avec r = 1
et n = 2.
On ve´rifie aussi facilement que, par construction, l’image du tissu T
par cet isomorphisme est un tissu grassmannien. Cette image est un tissu
alge´brique compte tenu du the´ore`me d’Abel inverse.
3.4. Mise en oeuvre de la me´thode canonique. — Nous conti-
nuons l’e´tude d’un d-tissu semi-extre´mal T = {F1, . . . ,Fd}, de type (r, n)
avec r ≥ 2, sur un germe lisse (M,x0).
Les proprie´te´s de´ja` obtenues sont re´sume´es par le The´ore`me 3.5. Nous
choisissons la base de 1-formes (ma,α)(a,α)∈A telle que les feuilletages Fj
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sont pre´sente´s sous la forme normale (11). La r-forme
(12) Ωj =
r∧
a=1
(
n∑
α=1
θα−1j ma,α
)
=
r(n−1)∑
ρ=0
θρj Kρ,
ou` le membre de droite est simplement le de´veloppement du membre
me´diant en puissance de θj , est une normale ge´ne´ratrice du feuilletage
Fj. Elle n’est pas ferme´e en ge´ne´ral. Les r-formes Kρ sur (M,x0) sont
line´airement inde´pendantes au point x0, puisque le syste`me des normales
en un point est de rang r(n− 1) + 1,
Un d-uplet de normales zj Ωj , suppose´es ferme´es, est donc une relation
abe´lienne si et seulement si les fonctions zj ve´rifient les e´quations
(13)
d∑
j=1
θρj zj = 0, ρ = 0, . . . , r(n− 1).
Le syste`me (13) est un syste`me de Vandermonde sous-de´termine´ dont la
solution ge´ne´rale est facile a` e´crire a` partir de la solution (c1, . . . , cd) du
syste`me de Vandermonde-Cramer
(14)
d∑
j=1
θρj cj = δρ d−1, ρ = 0, . . . , d− 1.
Lemme 3.6. — La solution (analytique) ge´ne´rale du syste`me (13) sur
(M,x0) est donne´e par
(15) zj(x) = cj(x)f(x, θj(x)), j = 1, . . . , d,
ou` f(x, t) est (analytique et) polynomiale en t de degre´ ≤ q(d).
Rappelons que nous notons q(d) = d− r(n− 1)− 2. Insistons d’autre
part sur le fait que (15) caracte´rise les syste`mes de normales zjΩj non
ne´cessairement ferme´es, de somme nulle.
Soit N + 1 le rang du tissu T . Suivant la me´thode canonique, nous
choisissons une base B,
(φ
(λ)
1 , . . . , φ
(λ)
d ), λ = 1, . . . , N + 1,
de l’espace R des relations abe´liennes du tissu T et nous introduisons les
applications de Poincare´, une pour chaque feuilletage Fj,
(16) κj : (M,x0)→ P
N , κj(x) = [φ
(1)
j (x) : · · · : φ
(N+1)
j (x)].
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Nous verrons bientoˆt qu’au moins une composante φ
(λ)
j (x) est non nulle.
L’e´criture (16) est un peu abusive : les coordonne´es homoge`nes de
κj(x) sont des formes, mais coline´aires. Elle a l’inte´reˆt de montrer que ces
applications ne supposent pas un choix des normales ge´ne´ratrices et que,
a` un automorphisme pre`s de l’espace but PN , la famille des applications
κj ne de´pend pas de la base B choisie.
Si l’on e´crit φ
(λ)
j = ζ
(λ)
j Nj ou` les Nj sont des normales ge´ne´ratrices
ferme´es, on obtient dζ
(λ)
j ∧Nj = 0. Autrement dit κj = [ζ
(1)
j : · · · : ζ
(N+1)
j ]
est constante le long des feuilles de Fj.
Remarquons aussi que, lorsque x varie dans (M,x0), les points κj(x)
engendrent PN . En effet, s’ils restaient contenus dans un hyperplan, on
aurait une relation de de´pendance line´aire non triviale entre les rela-
tions abe´liennes (φ
(λ)
1 , . . . , φ
(λ)
d ), en contradiction avec l’hypothe`se qu’elles
forment une base.
Nous utilisons les normales (12) et nous e´crivons φ
(λ)
j = z
(λ)
j Ωj . Le
point κj(x) s’e´crit
κj(x) = [z
(1)
j (x) : · · · : z
(N+1)
j (x)].
Les proprie´te´s que nous voulons e´tablir, d’abord au point x0, ne
de´pendent pas du choix de la base B. Nous allons la choisir de telle sorte
que ces proprie´te´s apparaissent comme e´videntes.
Nous pouvons supposer (M,x0) = (C
rn, 0). Notons ua,α les formes
line´aires sur Crn telles que dua,α = ma,α(0). Les feuilletages tangents
Fj,x0 des Fj sont de´finis par les syste`mes dlj,1 = · · · = dlj,r = 0, ou`
lj,a(x) =
n∑
α=1
θj(x0)
α−1 ua,α(x).
Nous choisissons la base B de R en partant d’un syste`me de q(d) + 1
relations de valuation 0 dont les parties principales constituent la base
(c1(x0)θ1(x0)
ρΩ1(x0), . . . , cd(x0)θd(x0)
ρΩd(x0)), ρ = 0, . . . , q(d),
de l’espace des relations homoge`nes de degre´ 0 de Tx0 et en la comple´tant
par une base B1 de l’espace R1 des relations de valuation ≥ 1 de T .
Les cj(x0) sont non nuls compte tenu de la forme du syste`me (14) donc
κj(x0) = [1 : θj(x0) : · · · : θj(x0)
q(d) : 0 : · · · : 0],
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avec θj(x0) 6= θk(x0) si j 6= k. Les applications κj sont bien de´finies,
les points κj(x0) engendrent un q(d)-plan P
q(d)(x0) et sont en position
ge´ne´rale dans cet espace. Ils appartiennent a` la courbe rationnelle nor-
male σ(x0) de degre´ q(d) parame´tre´e par t 7→ [1 : t : · · · : t
q(d) : 0 : · · · : 0].
C’est la seule courbe de ce type (une telle courbe est de´termine´e par
q(d) + 3 de ses points) qui passe par les points κj(x0).
Nous choisissons la base B1 en comple´tant un syste`me de r relations
de valuation 1 dont les parties principales sont les relations abe´liennes
homoge`nes de degre´ 1 suivantes du tissu tangent Tx0 :
(c1(x0) l1,a(x)Ω1(x0), . . . , cd(x0)ld,a(x)Ωd(x0)), 1 ≤ a ≤ r.
Ce choix fait, parmi les composantes de valuation ≥ 1 de κj(x) figurent
lj,1(x) +O(|x|
2), . . . , lj,r(x) +O(|x|
2),
dont les diffe´rentielles en x0 sont line´airement inde´pendantes. Il en re´sulte
que κj est de rang ≥ r en x0, donc de rang r puisque κj est constante
le long des feuilles de Fj. Son image est un germe (Z, κj(x0)) de varie´te´
lisse de dimension r, transverse au plan Pq(d) et donc a` la courbe σ(x0).
Enfin, comme les composantes homoge`nes d’un point de Pq(d)(x0),
correspondant aux composantes pre´ce´dentes de κj(x), sont nulles, les
formes dlj,a(x0) s’annulent sur le noyau de la diffe´rentielle de l’applica-
tion x 7→ Pq(d)(x0) pour tout j et tout a. Comme les feuilletages Fj ve´rifie
la condition (PG), ce noyau est nul.
Ainsi x 7→ Pq(d)(x) est une immersion et comme Pq(d)(x) est l’espace
engendre´ par la courbe σ(x), l’application x 7→ σ(x) en est une aussi.
Les proprie´te´s pre´ce´dentes sont ve´rifie´es en tout point : il suffit d’ap-
pliquer la meˆme re´duction a` la restriction pre`s de x ∈ (M,x0) de l’espace
des relations abe´liennes du tissu T (3). Nous avons donc :
Lemme 3.7. — Chaque application de Poincare´ κj : (M,x0)→ P
N est
de rang r, constante le long des feuilles de Fj. La re´union des germes
d’image des κj engendre P
N .
Pour tout x ∈ (M,x0), les d points κj(x) sont des points deux-a`-deux
distincts d’une courbe rationnelle normale σ(x) de degre´ q(d), transverse
aux images des germes κj. L’application x 7→ σ(x) est une immersion.
3. En fait le rang de T en un point est constant mais c’est sans importance ici.
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3.5. Conditions d’inte´grabilite´. — Cette section est une section de
calculs. Il s’agit, e´tant donne´ un seul feuilletage de´fini par un syste`me
comple`tement inte´grable de la forme (11) avec une fonction θ donne´e,
d’e´tablir certaines formules en gardant trace de leur de´pendance en θ.
Elles seront utiles dans la prochaine section.
Soit (Xa,α)(a,α)∈A la base de champs de vecteurs duale de la base de
1-formes (ma,α)(a,α)∈A. Pour t ∈ C, nous posons
la(t) =
n∑
α=1
tα−1ma,α, a = 1, . . . , r, Ω(t) =
r∧
a=1
la(t).
Pour t fixe´, les formes la(t) et les formes ma,α avec α 6= 1 constituent
une base de 1-formes sur (M,x0) dont la base duale est constitue´e des
champs de vecteurs Xa,1 (inde´pendants de t) et
Ya,α(t) = Xa,α − t
α−1Xa,1, a = 1, . . . , r, α = 2, . . . , n.
Dans la suite comme ci-dessus, nous ne notons pas la variable x. En
particulier, si θ est une fonction sur (M,x0), nous notons la(θ) pour la
1-forme x 7→ la(x, θ(x)) et Ya,α(θ) pour le champ x 7→ Ya,α(x, θ(x)).
Lemme 3.8. — Il existe, pour tout (a, α) ∈ A avec α 6= 1, des po-
lynoˆmes Aa,α(t) de degre´s ≤ 2n− 1 et Ba,α(t) de degre´s ≤ 2n− 2, a` co-
efficients analytiques sur (M,x0), tels qu’on ait les proprie´te´s suivantes.
Pour toute fonction θ : (M,x0)→ C de´finissant un syste`me diffe´rentiel
la(θ) = 0, a = 1, . . . , r, comple`tement inte´grable, et pour toute solution z
sur (M,x0) de l’e´quation d(zΩ(θ)) = 0, on a pour (a, α) ∈ A avec α 6= 1 :
(17) Ya,α(θ) · θ = Aa,α(θ),
(18) Ya,α(θ) · z = zXa,1 · θ
α−1 + zBa,α(θ).
De´monstration. — Il est commode de noter [k]I(t), ou` k ∈ N et ou` I
est un indice qui de´pend du contexte, une forme ou une fonction sur
(M,x0), polynomiale de degre´ ≤ k en t ∈ C. Par exemple on peut e´crire
dma,α = [0]a,α(t) et, de la de´finition la(θ) =
∑n
α=1 θ
α−1ma,α, on de´duit
dla(θ) =
n∑
β=1
dθβ−1 ∧ma,β + [n− 1]a,α(θ).
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D’autre part, le syste`me e´tant suppose´ comple`tement inte´grable, il existe
des 1-formes Γθa,b, qui de´pendent de θ d’une fac¸on inconnue, telles que
dla(θ) =
r∑
b=1
Γθa,b ∧ lb(θ) =
r∑
b=1
n∑
β=1
θβ−1Γθa,b ∧mb,β.
La forme dla(θ) a aussi une de´composition canonique de la forme∑
Cb,β,c,γmb,β ∧ mc,γ avec Cb,β,c,γ + Cc,γ,b,β = 0. Nous chassons le
coefficient de ma,α ∧mb,β dans les deux expressions ci-dessus de dla(θ).
1) En identifiant les coefficients de ma,α ∧mb,β avec a 6= b, on obtient :
〈dθα−1, Xb,β〉+ [n− 1]a,b,β(θ) = θ
α−1〈Γθa,a, Xb,β〉 − θ
β−1〈Γθa,b, Xa,α〉,
soit si β = 1 :
〈dθα−1, Xb,1〉+ [n− 1]a,b,1(θ) = θ
α−1〈Γθa,a, Xb,1〉 − 〈Γ
θ
a,b, Xa,α〉.
E´liminons Γθa,b entre les deux e´quations pre´ce´dentes :
〈dθα−1, Yb,β(θ)〉+ [2n− 2]a,b,β = θ
α−1〈Γθa,a, Yb,β(θ)〉.
En choisissant α = 1 puis α = 2, nous obtenons pour a 6= b :
〈Γθa,a, Yb,β(θ)〉 = [2n− 2]a,b,β(θ),
〈dθ, Yb,β(θ)〉 = θ〈Γ
θ
a,a, Yb,β(θ)〉+ [2n− 2]a,b,β(θ).
Parce que r ≥ 2, nous pouvons effectivement choisir a 6= b si b est
donne´. La seconde relation, compte tenu de la premie`re, donne alors
〈dθ, Yb,β(θ)〉 = [2n− 1]b,β(θ). C’est la formule (17).
D’autre part, la premie`re relation, valable si a 6= b, donne :
(19) 〈
r∑
a=1
Γθa,a, Yb,β(θ)〉 = 〈Γ
θ
b,b, Yb,β(θ)〉+ [2n− 2]b,β(θ).
2) En identifiant les coefficients de ma,α ∧ma,1 pour α 6= 1, on obtient :
〈dθα−1, Xa,1〉+ [n− 1]a,α(θ) = θ
α−1〈Γθa,a, Xa,1〉 − 〈Γ
θ
a,a, Xa,α〉 ;
c’est-a`-dire
〈Γθa,a, Ya,α(θ)〉 = −〈dθ
α−1, Xa,1〉+ [n− 1]a,α(θ)).
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Compte tenu de (19), on a donc :
(20) 〈
r∑
a=1
Γθa,a, Yb,β(θ)〉 = −〈dθ
β−1, Xb,1〉+ [2n− 2]b,β(θ).
3) La de´rive´e exte´rieure dΩ(θ) de Ω(θ) = ∧ra=1la(θ) est e´gale a`
r∑
b=1
(−1)b−1l1θ) ∧ · · · ∧ lb−1(θ) ∧ dlb(θ) ∧ lb+1(θ) ∧ · · · ∧ lr(θ)
donc a` (
∑r
b=1 Γ
θ
b,b) ∧ Ω(θ).
Soit maintenant z une solution sur (M,x0) de l’e´quation d(zΩ(θ)) = 0 :
(dz + z
r∑
b=1
Γθb,b) ∧ Ω(θ) = 0,
donc 〈Ya,α(θ), dz + z
∑r
b=1 Γ
θ
b,b〉 = 0 pour tout α 6= 1. Compte tenu de la
formule (20), nous obtenons
Ya,α(θ) · z = zXa,1 · θ
α−1 + z[2n− 2]a,α(θ),
ce qui termine la de´monstration du lemme.
Lemme 3.9. — Sous les hypothe`ses du lemme pre´ce´dent, il existe des
polynoˆmes aa,α(t), ba,α(t) en t ainsi que des polynoˆmes ca,α(t, s) de degre´
≤ 2n−3 et da,α(t, s) de degre´ ≤ n−2 en (t, s), a` coefficients analytiques
et inde´pendants de la fonction θ, tels que :
Ya,α(t) ·
(
z
t− θ
)
= z
(
aa,α(t)
t− θ
+
ba,α(t)
(t− θ)2
+ ca,α(t, θ)
)
+Xa1 ·(zda,α(t, θ)),
De´monstration. — Nous ne notons pas a et α qui sont fixe´s. Nous posons
u = z/(t− θ), v = z/(t− θ)2. Compte tenu de (17)–(18), il vient :
Y (θ) · u =
Y (θ) · z
t− θ
+ z
Y (θ) · θ
(t− θ)2
= u(X1 · θ
α−1 +B(θ)) + vA(θ).
En utilisant les de´veloppements
A(s) = A(t)− (t− s)A′(t)+ (t− s)2A˜(t, s), B(s) = B(t)− (t− s)B˜(t, s),
ou` A˜(t, s) et B˜(t, s) sont de degre´ ≤ 2n− 3 en (t, s), nous obtenons
Y (θ) · u = u(B(t)− A′(t)) + vA(t) + uX1 · θ
α−1 + zC(t, θ),
ou` C(t, s) est polynomial en (t, s) de degre´ ≤ 2n− 3.
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D’autre part, Y (t) · u = Y (θ) · u− (tα−1 − θα−1)X1 · u, et en e´crivant
tα−1 − sα−1 = (t− s)S(t, s), nous obtenons
Y (t) · u = Y (θ) · u−X1 · ((t− s)S(t, θ)u)− uX1 · θ
α−1,
ou` S(t, s) est de degre´ ≤ n− 2 en (t, s). Quand on remplace Y (θ) · u par
l’expression que nous en avons obtenue ci-dessus, les termes en X1 · θ
α−1
s’e´liminent, ce qui donne le lemme.
3.6. L’application de Blaschke. — Nous poursuivons maintenant la
discussion amorce´e dans la Section 3.4, dont nous reprenons les nota-
tions. Le tissu T est pre´sente´ sous la forme normale (11). Ses normales
ge´ne´ratrices Ωj sont de´finies par (12). Nous nous donnons une base B de
l’espace de ses relations abe´liennes. Les applications de Poincare´ κj sont
de´finies par (16). Leurs proprie´te´s sont de´crites dans le Lemme 3.7. En
particulier, pour x donne´, les points κj(x) appartiennent a` une courbe
rationnelle normale σ(x), de degre´ q(d).
Posons
P (x, t) =
d∏
j=1
(t− θj(x)).
Il s’agit d’abord de parame´trer la courbe σ(x) qui passe par les points
κj(x) = [φ
(1)
j (x) : · · · : φ
(N+1)
j (x)]. E´crivons φ
(λ)
j = z
(λ)
j Ωj et
zj(x) = (z
(1)
j (x), . . . , z
(N+1)
j (x)) ∈ C
N+1\{0}.
Lemme 3.10. — Pour tout x ∈ (M,x0), la courbe σ(x) est la projection
canonique dans PN de la courbe de CN+1\{0} parame´tre´e par
(21) z(x, t) =
d∑
j=1
P (x, t)
t− θj(x)
zj(x).
De´monstration. — Le point x de (M,x0) ne joue aucun roˆle dans ce qui
suit, nous ne le notons pas.
L’application t 7→ z(t) est polynomiale de degre´ ≤ d−1 et la projection
canonique de son image passe par les points κj. Il suffit de montrer que
z(t) est en fait de degre´ ≤ q(d).
C’est une conse´quence du Lemme 3.6. Les composantes de zj(t) sont de
la forme z
(λ)
j (t) = cjf
(λ)(θj) ou` f
(λ)(t) est un polynoˆme de degre´ ≤ q(d)
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et (c1, . . . , cd) la solution du syste`me (14). Montrons plus ge´ne´ralement
que si f(t) est un polynoˆme de degre´ ≤ d− 1 alors
d∑
j=1
P (t)
t− θj
cjf(θj) = f(t),
ce qui donne le re´sultat. Compte tenu de (14), on a d’abord
d∑
j=1
P (t)
t− θj
cj =
d∑
j=1
P (t)− P (θj)
t− θj
cj = 1,
puisque P (θj) = 0 et que pour t fixe´, (P (t)−P (s))/(t−s) est un polynoˆme
unitaire de degre´ d− 1 en s. En ge´ne´ral on en de´duit
d∑
j=1
P (t)
t− θj
cjf(θj) = f(t)− P (t)
d∑
j=1
f(t)− f(θj)
t− θj
cj = f(t),
si f(t) est de degre´ ≤ d − 1 car pour t fixe´, (f(t)− f(s))/(t− s) est un
polynoˆme de degre´ ≤ d− 2 en s.
L’application
(22) κ : (M,x0)× P
1 → PN
est de´finie en composant l’application z 7→ z(x, t) avec la projection
canonique. Elle est de rang ≥ r+1 en tout point. En effet, en choisissant
la base B comme dans la Section 3.4, dont on reprend les notations,
on trouve que t + O(|x|) et
∑n
α=1 t
α−1xa,α + O(|x|
2) pour a = 1, . . . , r,
figurent dans un syste`me de coordonne´es homoge`nes de κ(x, t).
Le re´sultat crucial suivant nous permettra dans le prochain chapitre
de de´crire pre´cise´ment la varie´te´ de Blaschke du tissu T .
Proposition 3.11. — L’application (22) est de rang constant r+1. Le
noyau de sa diffe´rentielle au point (x, t) ∈ (M,x0)× P
1 est donne´ par le
syste`me
(23) dt+ J(x, t) = 0,
n∑
α=1
tα−1ma,α(x) = 0, a = 1, . . . , r,
ou` J(x, t) est une 1-forme sur (M,x0) de´pendant analytiquement de t.
SUR L’ALGE´BRISATION DES TISSUS 43
De´monstration. — Comme nous savons que κ est de rang ≥ r+1, il reste
a` montrer que dκ(x, t) s’annule sur l’espace de´fini par (23).
Si l’on exprime localement κ dans une carte affine de PN , cela revient a`
dire que dκ est de la forme dκ = C0(dt+J)+
∑r
a=1Cala(t). Par de´finition
des champs de vecteurs Ya,α(t) pour α 6= 1, nous avons :
dκ =
∂κ
∂t
dt+
r∑
a=1
n∑
α=2
(Ya,α(t) · κ)ma,α +
r∑
a=1
(Xa1 · κ)la(t).
Il s’agit donc de montrer, toujours dans une carte affine de PN , qu’on a
des formules de la forme
(24) Ya,α(t) · κ = ga,α
∂κ
∂t
, α 6= 1,
ou` les ga,α sont des fonctions sur (M,x0)× C.
Il suffit de de´montrer ces formules pour t /∈ {θ1(x), . . . , θd(x)}. Nous
pouvons alors prendre les
z(λ)(t) =
d∑
j=1
z
(λ)
j
t− θj
, λ = 1, . . . , N + 1.
comme syste`me de coordonne´es homoge`nes de κ. Les z
(λ)
j sont des fonc-
tions sur (M,x0) qui ve´rifient (13) et, pour tout j, d(z
(λ)
j Ωj) = 0.
Comme les syste`mes qui de´finissent les feuilletages Fj sont comple`-
tement inte´grables, nous pouvons appliquer le Lemme 3.9 a` chacune des
fonctions z
(λ)
j ce qui nous donne
Ya,α(t)·
z
(λ)
j
t− θj
= z
(λ)
j
(
aa,α(t)
t− θj
+
ba,α(t)
(t− θj)2
+ ca,α(t, θj)
)
+X1·(z
(λ)
j da,α(t, θj)).
En sommant par rapport a` j, nous obtenons
Ya,α(t) · z
(λ) = aa,α(t)z
(λ) − ba,α(t)
∂z(λ)
∂t
car ca,α(t, s) et da,α(t, s) sont de degre´s ≤ 2n− 1 en (t, s), donc
d∑
j=1
z
(λ)
j ca,α(t, θj) +X1 · (
d∑
j=1
z
(λ)
j da,α(t, θj)) = 0,
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compte tenu de (13). Au voisinage d’un point (x, t), on choisit λ0 tel que
z(λ0) 6= 0. Les z(λ)/z(λ0) avec λ 6= λ0 forment un syste`me de coordonne´es
affines de κ et
(Ya,α(t)− ba,α(t)
∂
∂t
) ·
z(λ)
z(λ0)
= 0,
ce qui termine la de´monstration.
4. Re´sultats d’alge´bricite´
Dans cette section nous de´montrons nos principaux re´sultats. D’abord,
nous montrons que la varie´te´ de Blaschke d’un d-tissu semi-extre´mal de
type (r, n) est de dimension r+1. C’est une conse´quence directe, compte
tenu de sa de´finition, de la Proposition 3.11.
La me´thode canonique permet alors de donner une repre´sentation ca-
nonique d’un tissu semi-extre´mal T comme tissu d’incidence sur un germe
de varie´te´, d’e´le´ments des courbes rationnelles normales de la varie´te´
de Blaschke de T . Mais nous ne savons pas si cette repre´sentation est
alge´brique en ge´ne´ral. Toutefois dans le cas d’un tissu qui de plus est de
rang maximal, nous ve´rifions que sa varie´te´ de Blaschke appartient a` une
classe Xr+1,n(q), voir la De´finition 1.16.
Ceci nous permet de traiter le cas des tissus de type (r, 2) sans difficulte´
dans la Section 3, car une varie´te´ de la classe Xr+1,2(q) est une varie´te´ de
Veronese d’ordre q.
Les varie´te´s de Veronese jouent un roˆle majeur dans [19] ou` elles ap-
paraissent comme des projections distingue´es de varie´te´s d’une classe
Xr+1,n(q) ge´ne´rale. Les plus simples des re´sultats de Pirio-Tre´preau [19],
expose´s et comple´te´s dans les Sections 4 et 5, suffisent alors pour montrer
que le mode`le canonique d’un tissu de rang maximal est alge´brique.
Nos autres e´nonce´s principaux de´coulent directement du pre´ce´dent,
mais en s’appuyant sur des re´sultats plus profonds de [19].
4.1. Proprie´te´s de la varie´te´ de Blaschke. — Soit T un d-tissu
semi-extre´mal de type (r, n) sur un germe (M,x0), de rang N + 1. Rap-
pelons, voir la De´finition 1.13, que sa varie´te´ de Blaschke XT est l’in-
tersection de toutes les sous-varie´te´s projectives de PN qui contiennent
les courbes rationnelles normales σ(x), x ∈ (M,x0), de degre´ q(d). Nous
notons q = q(d).
Nous reprenons les notations de la Proposition 3.11. L’application de
Blaschke, qui parame`tre la re´union des courbes σ(x) est de rang constant
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r + 1. Son image X˜ est donc un germe, le long de la courbe σ(x0), de
varie´te´ analytique lisse de dimension r + 1. Soit
κ(n) : (M,x0)×
(
n∏
j=1
(C, θj(x0))
)
→
n∏
j=1
(X˜, κj(x0))
l’application de´finie par κ(n)(x, t1, . . . , tn) = (κ(x, t1), . . . , κ(x, tn)).
Le noyau de sa diffe´rentielle au point de base est donne´ par les
e´quations
dtj + J(x0, θj(x0)) = 0,
n∑
α=1
θj(x0)
α−1ma,α(x0) = 0,
ou` a = 1, . . . , r et j = 1, . . . , n. Le second groupe d’e´quations donne
ma,α(x0) = 0 pour tout a et α donc dx = 0. Le premier groupe
d’e´quations donne alors dt1 = 0, . . . , dtn = 0. Comme la source et le but
ont la meˆme dimension (r+1)n, on obtient que κ(n) est un isomorphisme.
En particulier, pour tout voisinage U dans X˜ , par exemple du point
κ1(x0), les courbes σ(x) qui passent par ce point recouvrent un ouvert
non vide de U .
Lemme 4.1. — La varie´te´ de Blaschke XT du tissu T est une sous-
varie´te´ projective irre´ductible de dimension r + 1 de PN .
De´monstration. — Nous pouvons supposer que la remarque qui pre´ce`de
l’e´nonce´ s’applique en 0 ∈ CN . Il s’agit de montrer que le germe lisse
(X˜, 0) est contenu dans une sous-varie´te´ alge´brique de CN , de meˆme di-
mension r+1. L’irre´ductibilite´ de la varie´te´ XT est alors une conse´quence
de sa de´finition et du fait que le germe X˜ est irre´ductible.
La de´monstration qui suit est standard. (C’est l’occasion de re´parer
une be´vue dans [22], page 430.) Nous parame´trons l’espace des (N + 1)-
uplets de polynoˆmes (p1(t), . . . , pN+1(t)), nuls en 0 et de degre´ ≤ q par
la famille γ ∈ C(N+1)q de leurs coefficients. A` tout γ est associe´ le germe
d’application
t ∈ (C, 0), xγ(t) =
(
p1(t)
1 + pN+1(t)
, . . . ,
pN (t)
1 + pN+1(t)
)
.
Quand γ de´crit C(N+1)q, on obtient en particulier des parame´trages de
tous les germes lisses en 0 de courbes rationnelles de degre´ ≤ q.
Comme pN+1(0) = 0, les composantes de xγ(t) sont de´veloppables en
des se´ries entie`res de t dont les coefficients sont des polynoˆmes en γ.
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Si f(x) =
∑
|α|≥1 aαx
α est une fonction analytique sur (CN , 0) fixe´e,
comme xγ est de valuation ≥ 1, les coefficients de la se´rie entie`re com-
pose´e f(xγ(t)) sont encore des polynoˆmes en γ. Cette se´rie est donc nulle
si et seulement si γ appartient a` un ensemble alge´brique de´termine´ par
la fonction f(x).
Finalement, comme le germe (X˜, 0) est de´fini par l’annulation d’une
famille de telles fonctions f(x), on obtient qu’il existe un ensemble
alge´brique K ⊂ C(N+1)q tel que l’image d’un germe xγ est contenue dans
(X˜, 0) si et seulement si γ appartient a` K.
Soit K̂ la sous-varie´te´ projective de P(N+1)q obtenue en comple´tant K.
Le germe d’application (γ, t) 7→ xγ(t) est la restriction d’une application
rationnelle φ : K̂ × P1 99K PN , dont l’image est une sous-varie´te´ projec-
tive X de PN qui contient par hypothe`se le germe de X˜ en 0 et donc, par
analyticite´, le germe X˜ lui-meˆme. Quitte a` remplacer K̂ par l’une de ses
composantes irre´ductibles, bien choisie, nous pouvons, en conservant la
proprie´te´ pre´ce´dente, supposer que K̂ et X sont irre´ductibles.
Il reste a` voir que X , qui est de dimension ≥ r + 1 par hypothe`se,
est de dimension ≤ r + 1, autrement dit que φ est de rang ≤ r + 1
au point ge´ne´rique de K̂ × P1. C’est e´vident car, si U est un voisinage
assez petit d’un point donne´ de K et si ǫ > 0 est assez petit, l’image de
U ×{t ∈ C, |t| < ǫ} par φ est contenue dans dans un voisinage donne´ de
0 dans (X˜, 0), par de´finition meˆme de K.
L’ensemble des courbes rationnelles normales de degre´ q de PN est un
ouvert irre´ductible de la varie´te´ de Chow des 1-cycles effectifs de degre´ q
de PN . Notons CRq(P
N) son adhe´rence et CRq(XT ) la varie´te´ alge´brique
ferme´e des e´le´ments de CRq(P
N) dont le support est contenu dans XT .
La varie´te´ d’incidence
I(n) = {(x, (a1, . . . , an)) ∈ CRq(XT )×X
n
T , (a1, . . . , an) ∈ x
n}
est une varie´te´ projective compacte et la proprie´te´ de l’application κ(n)
mentionne´e au de´but de cette section montre que la projection canonique
I(n) → XnT est une submersion en au moins un point de I
(n). Elle est donc
surjective.
Ceci de´montre le The´ore`me 1.14. Nous le pre´cisons maintenant dans
le cas ou` le tissu T est de rang maximal.
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Lemme 4.2. — La varie´te´ de Blaschke d’un d-tissu de rang maximal,
de type (r, n) avec q(d) ≥ n− 1, appartient a` la classe Xr+1,n(q(d)).
De´monstration. — C’est une conse´quence directe de la De´finition 1.16.
Il s’agit en fait de ve´rifier ici que cette de´finition co¨ıncide avec celle qui
est donne´e par la De´finition 1.1 de [19]. Les deux de´finitions diffe`rent
seulement par la formule qui donne la dimension N de l’espace engendre´
par une varie´te´ X de la classe Xr+1,n(q).
Nous avons de´fini ici N par N + 1 = ρr,n(d) ou` d = q + r(n− 1) + 2.
Pour e´conomiser l’espace, nous notons Clk au lieu de
(
k
l
)
les coefficients
du binoˆme. Soit
q = ρ(n− 1) +m− 1, ρ ≥ 1, m ∈ {1, . . . , n− 1},
la division euclidienne de q par n− 1. Nous avons
N + 1 =
ρ∑
h=0
((ρ− h)(n− 1) +m)Cr−1r+h−1
= (ρ(n− 1) +m)
ρ∑
h=0
Cr−1r+h−1 − (n− 1)
ρ∑
h=0
hCr−1r+h−1,
et comme hCr−1r+h−1 = rC
r
r+h−1 et
∑ρ
h=0C
r−1
r+h−1 = C
r
r+ρ,
N + 1 = (ρ(n− 1) +m)Crr+ρ − r(n− 1)C
r+1
r+ρ
= (r + 1)(n− 1)Cr+1r+ρ +mC
r
r+ρ − r(n− 1)C
r+1
r+ρ
= mCr+1r+ρ+1 + (n− 1−m)C
r
r+ρ.
C’est la formule qui donne N dans [19] The´ore`me 1.1.
4.2. Le tissu T comme tissu d’incidence. — Nous continuons avec
les notations et les hypothe`ses de la section pre´ce´dente. Nous rappelons
d’abord ce que nous a donne´ la me´thode canonique dans le Chapitre 3.
Soit F1, . . . ,Fd les feuilletages qui composent le tissu semi-extre´mal T .
Nous notons encore q pour q(d) = d− r(n− 1)− 2.
Soit (φ
(λ)
1 , . . . , φ
(λ)
d ), 1 ≤ λ ≤ N +1, une base de l’espace des relations
abe´liennes de T en x0. Les applications de Poincare´ sont donne´es par
x ∈ (M,x0), κj(x) = [φ
(1)
j (x) : · · · : φ
(N+1)
j (x)].
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Chacune d’elles est de rang constant r et constante le long des feuilles de
Fj. Son image est donc un germe de varie´te´ lisse (Zj , pj), en pj = κj(x0),
de dimension r, et la submersion induite
κj : (M,x0)→ (Zj, pj)
de´finit le feuilletage Fj : ses fibres sont les feuilles de Fj. Les points pj
sont deux-a`-deux distincts.
D’autre part, chaque point x ∈ (M,x0) de´termine une courbe σ(x),
une courbe rationnelle normale de degre´ q, qui passe par les d points
κj(x) et l’application x 7→ σ(x), a` valeurs dans une varie´te´ de Chow
convenable, est une immersion, donc induit un isomorphisme
σ : (M,x0)→ (Σ
′, σ(x0)),
ou` (Σ′, σ(x0)) est un germe de varie´te´ lisse de dimension rn. Enfin, nous
venons de montrer que ces courbes sont contenues dans une varie´te´ pro-
jectiveXT de dimension r+1 dont le The´ore`me 1.14 pre´cise les proprie´te´s.
Nous identifions a` pre´sent (M,x0) a` (Σ
′, σ(x0)) par l’isomorphisme σ
et nous conside´rons le tissu T = {F1, . . . ,Fd} comme un tissu semi-
extre´mal de type (r, n) sur (Σ′, x0).
Pour plus de clarte´ nous notons maintenant x un point de (Σ′, x0) et
σ(x) la courbe de XT qu’il de´finit.
La courbe σ(x0) est transverse aux germes (Zj, pj) et le feuilletage Fj
est de´fini par la submersion d’incidence κj : (Σ
′, x0)→ (Zj , pj).
Nous avons donc la repre´sentation suivante, canonique a` un automo-
phisme de PN pre`s, d’un tissu semi-extre´mal de rang N + 1.
Proposition 4.3. — Soit X la varie´te´ de Blaschke d’un d-tissu semi-
extre´mal T , de type (r, n) avec r ≥ 2 et de rang N + 1. Il existe un
germe (Σ′, x0) de varie´te´ analytique lisse de dimension rn, de courbes
rationnelles normales de degre´ q = q(d) de X, tel que T est isomorphe a`
un tissu d’incidence sur (Σ′, x0) pour la paire (X,Σ
′).
On entend par la` que le tissu sur (Σ′, x0) est de´fini par les proprie´te´s
d’incidence des courbes σ(x) avec d germes d’hypersurfaces lisses (Zj , pj)
de X , transverses a` σ(x0) en des points pj deux-a`-deux distincts. Nous
ne disons pas qu’une telle configuration de´finit toujours un tissu, mais
c’est le cas par construction dans le cadre de l’e´nonce´.
Ce re´sultat n’est pas satisfaisant. On aimerait montrer que le germe
(Σ′, x0) est contenu dans une varie´te´ alge´brique de meˆme dimension, ce
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que nous ne savons pas faire, puis que les germes (Zj, pj) sont contenus
dans une hypersurface alge´brique de XT .
Dans la suite de ce chapitre, nous ne conside´rons plus que des tissus
de rang maximal.
Soit X une varie´te´ de la classe Xr+1,n(q). On montre, voir [19] Lem-
me 2.8 (4), qu’il existe une et une seule composante irre´ductible ΣX de
l’adhe´rence de Zariski (dans une varie´te´ de Chow convenablement choisie)
de la varie´te´ des courbes rationnelles de degre´ q contenues dans X telle
que, pour tout (a1, . . . , an) ∈ X
n, il existe un e´le´ment de cette compo-
sante dont le support dans X contient les points aj. Elle est de dimension
rn.
Ceci permet de pre´ciser la Proposition 4.3 lorsque le tissu T est de
rang maximal.
Proposition 4.4. — Sous les hypothe`se de la Proposition 4.3 et si le
tissu T est de rang maximal, le germe (Σ′, x0) est contenu dans la varie´te´
alge´brique ΣX , de meˆme dimension rn.
4.3. Le cas des tissus de type (r, 2). — Nous de´montrons ici le
Corollaire 1.19, c’est-a`-dire le The´ore`me 1.18 pour n = 2.
C’est un cas particulier remarquable. La de´monstration n’utilise rien
de [19] a` l’exception de la remarque suivante, qui peut remplacer un
argument fautif a` la fin de la de´monstration de He´naut [13].
Si q ≥ 1, par de´finition, une varie´te´ X de la classe Xr+1,2(q) engendre
un espace de dimension N =
(
r+1+q
r+1
)
− 1 et a la proprie´te´ qu’une paire
ge´ne´rale de points deX est contenue dans une courbe rationnelle normale
de degre´ q contenue dans X .
Ces proprie´te´s caracte´risent la varie´te´ de Veronese de dimension r+ 1
et d’ordre q, c’est-a`-dire l’image de Pr+1 par le plongement de Veronese,
de´fini par le syste`me line´aire |OPr+1(q)|. Cette caracte´risation apparaˆıt
de´ja` dans Bompiani [4] avec une de´monstration sans doute insuffisante.
Elle est maintenant bien e´tablie, voir le The´ore`me 1.5 de [19] et les
commentaires qui le suivent.
La Proposition 4.4 nous permet de supposer que le d-tissu T , de type
(r, 2) et de rang maximal avec q = q(d) ∈ N⋆, est un tissu d’incidence
4. Nous n’utilisons pas les meˆmes notations que dans [19] ou` cette varie´te´ est note´e
Σq(X) et ou` ce que nous noterons ΣX,adm est note´ Σq(X).
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pour la paire (XT ,ΣXT ). Il posse`de en particulier une relation abe´lienne
comple`te, voir plus bas la de´monstration du The´ore`me 1.22.
Comme l’isomorphisme de Veronese vq : P
r+1 → XT envoie isomor-
phiquement la paire (Pr+1,Gr,2) sur la paire (XT ,ΣXT ), le tissu est iso-
morphe a` un tissu d’incidence pour la paire (Pr+1,Gr,2). Compte tenu du
the´ore`me d’Abel inverse, celui-ci est alge´brique grassmannien.
4.4. Tissus d’incidence pour une paire (X,ΣX). — Soit X une
varie´te´ de la classe Xr+1,n(q). Nous pre´cisons maintenant la construction
de tissus de type (r, n) esquisse´e dans la Section 1.4. Concernant les
proprie´te´s de la varie´te´ X , nous nous re´fe´rons au Chapitre 2 de [19].
Soit
q = ρ(n− 1) +m− 1, ρ ≥ 1, m ∈ {1, . . . , n− 1},
la division euclidienne de q par n− 1.
Notons Xa(k) le sous-espace de P
N = 〈X〉, osculateur a` l’ordre k a` X
en a ∈ Xreg. Soit (a1, . . . , an−1) ∈ X
n−1
reg et
Ei = Xai(ρ), 1 ≤ i ≤ m− 2 ; Ei = Xai(ρ− 1), m− 1 ≤ i ≤ n− 1.
On montre que pour (a1, . . . , an−1) ge´ne´rique, on a la de´composition
(25) PN = ⊕n−1i=1 Ei
de PN en somme directe projective des Ei : ces espaces engendrent P
N
et
∑n−1
i=1 (dimEi + 1) = N + 1.
On lui associe la projection osculatrice de centre ⊕n−1i=2 Ei :
(26) θ : PN\ ⊕n−1i=2 Ei → E1.
Bien suˆr, si n = 2, le centre de la projection est vide et celle-ci est
l’identite´.
Nous avons introduit dans [19] la proprie´te´ d’eˆtre admissibles pour
diffe´rentes sortes d’objets. La notion de base est celle d’un n-uplet ad-
missible (a1, . . . , an) ∈ X
n. C’est une famille de n points deux-a`-deux
distincts de Xreg telle que n− 1 quelconques d’entre eux, pris dans n’im-
porte quel ordre, de´finissent une de´composition de PN analogue a` (25).
Tout n-uplet admissible est contenu dans une courbe rationnelle nor-
male de degre´ q de´finie par un point x de ΣX . Une telle courbe est appele´e
une courbe admissible de X .
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La projection θ : PN 99K Xa1(ρ), de´finie a` partir de n − 1 points
a1, a2, . . . , an−1 d’un n-uplet admissible, contenu dans une courbe ad-
missible σ(x0), a les proprie´te´s remarquables suivantes
(5), que nous men-
tionnons en premier car elles nous servirons pour de´montrer un the´ore`me
d’Abel inverse a` la fin de cette section.
1. La projection θ induit une application birationnelle de X sur son
image X ′, qui est une varie´te´ de la classe Xr+1,2(ρ), donc une varie´te´
de Veronese d’ordre ρ.
2. Pour tout a ∈ σ(x0)\{a2, . . . , an−1}, la projection θ induit un iso-
morphisme du germe (X, a) sur le germe (X ′, θ(a)).
3. Si x ∈ (ΣX(a2)∩· · ·∩ΣX(an−1), x0), son image par θ est une courbe
rationnelle normale de degre´ ρ de X ′ et l’application ainsi de´finie
τ : (ΣX(a2) ∩ · · · ∩ ΣX(an−1), x0)→ (ΣX′ , τ(x0)),
est un isomorphisme.
Nous avons note´ ΣX(a) l’ensemble alge´brique des x ∈ ΣX dont le support
contient le point a de X .
Un isomorphisme de Veronese envoie (ΣX′ , τ(x0)) sur un germe de la
grassmannienne des droites de Pr+1. On en de´duit que les courbes σ(x),
x voisin de x0, qui passent par a2, . . . , an−1, recouvrent (X, a1) et que
les droites tangentes Ta1σ(x) de celles qui passent aussi par le point a1,
recouvrent un voisinage de Ta1σ(x0) dans Ta1X .
Les proprie´te´s qui suivent sont des conse´quences des pre´ce´dentes, voir
[19] Sections 2.5 et 2.6. L’ensemble des x ∈ ΣX tels que la courbe σ(x) est
admissible est un ouvert lisse et Zariski-dense ΣX,adm de ΣX . Tout n-uplet
de points distincts d’une courbe admissible est admissible. L’ensemble
des points (dits admissibles) de X qui appartiennent a` au moins un n-
uplet admissible, est un ouvert lisse et Zariski-dense Xadm de X . C’est la
re´union de toutes les courbes admissibles de X .
Enfin, si a1, . . . , an sont n points distincts d’une courbe admissible
σ(x0), les germes (ΣX(aj), x0) sont lisses de codimension r et se coupent
proprement : le germe en x0 de ΣX(a1)∩· · ·∩ΣX(ap) est lisse de codimen-
sion pr, d’espace tangent en x0 l’intersection Tx0ΣX(a1)∩· · ·∩Tx0ΣX(ap).
5. Voir [19] Chapitre 2. Les objets admissibles sont introduits dans les De´finitions
2.3 et 2.4. Les premie`res proprie´te´s de la projection θ apparaissent dans la Proposi-
tion 2.6. La troisie`me apparaˆıt plus tard, dans le The´ore`me 2.11.
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Soit σ(x0) une courbe admissible et (Z, p) un germe d’hypersurface
lisse transverse a` σ(x0) en p. Compte tenu des proprie´te´s qu’on vient
de rappeler, le morphisme d’incidence κ : (ΣX , x0) → (Z, p) est une
submersion et donc de´finit un feuilletage de type (r, n) sur (ΣX , x0), dont
les feuilles sont des morceaux de varie´te´s de la forme ΣX(a).
Remarquons que si le germe (Z, p) e´tait singulier ou s’il n’e´tait pas
transverse a` σ(x0), une courbe admissible voisine de σ(x0) ge´ne´rale ren-
contrerait le germe en plusieurs points et l’incidence ne de´finirait pas un
feuilletage (re´gulier).
Re´ciproquement, si F est un feuilletage de type (r, n) sur (ΣX , x0) dont
les feuilles sont des morceaux de varie´te´s de la forme ΣX(a), ces feuilles
de´finissent un germe d’hypersurface (Z, p) avec x0 = ΣX(p) et compte
tenu de ce qu’on vient de dire, ce germe est lisse et transverse a` σ(x0).
Nous avons donc deux de´finitions e´quivalentes de ce que nous appelons
un feuilletage d’incidence admissible, en un point de ΣX,adm.
Si x0 ∈ ΣX,adm, on obtient un d-tissu admissible sur (ΣX , x0) en se
donnant d germes lisses (Zj, pj) d’hypersurfaces transverses a` la courbe
σ(x0) en des points distincts. Il s’agit bien d’un tissu, puisque p ≤ n
parmi les varie´te´s ΣX(pj) se coupent proprement en x0, comme on a dit.
(Voir la Proposition 4.3 pour une notion peut-eˆtre plus ge´ne´rale de tissu
d’incidence.)
Nous pouvons donner un contenu rigoureux a` la De´finition 1.20.
Lemme 4.5. — Soit Z une hypersurface alge´brique re´duite de X, dont
toutes les composantes irre´ductibles rencontrent Xadm. Pour x0 ∈ ΣX,adm,
elle de´finit un tissu admissible sur le germe (ΣX , x0), d’ordre son nombre
d’intersection avec toute courbe admissible de X.
Nous dirons que ces tissus sont des germes du tissu alge´brique d’inci-
dence TZ de´fini par l’hypersurface Z.
De´monstration. — Il suffit de ve´rifier qu’une courbe admissible ge´ne´rale
rencontre Z transversalement en d points distincts de Zreg. C’est une
conse´quence des Proprie´te´s 1, 2, 3 et du commentaire qui suit leur
e´nonce´ : il montre qu’en partant d’une courbe admissible quelconque,
des perturbations successives de cette courbe permettent de perturber
ses points d’intersection avec Z ainsi que les directions de la courbe en
ces points.
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Nous avons la version suivante du the´ore`me d’Abel inverse pour la
paire (X,ΣX).
The´ore`me 4.6. — Soit T un d-tissu d’incidence admissible pour la
paire (X,ΣX). S’il posse`de une relation abe´lienne comple`te, c’est un
germe d’un tissu alge´brique d’incidence pour cette paire, de´fini par une
hypersurface alge´brique Z de X. Ses relations abe´liennes sont induites
par les r-formes ΣX-abe´liennes sur Z et celles-ci sont rationnelles.
De´monstration. — Notons κj : (ΣX , x0)→ (Zj, pj) les morphismes d’in-
cidence qui de´finissent le tissu T de l’e´nonce´. Par hypothe`se, il existe
des r-formes lisses φj sur les germes (Zj, pj), non nulles et dont la trace∑d
j=1 κ
⋆
jφj est la forme nulle.
Si n = 2, le the´ore`me se re´duit au the´ore`me d’Abel inverse usuel
puisque la paire (X,ΣX) est alors isomorphe a` la paire (P
r+1,Gr,2). Nous
supposons maintenant n ≥ 3.
Nous nous ramenons au cas n = 2 graˆce a` une projection osculatrice
θ : X 99K X ′ de´finie par des points a1, . . . , an−1 de σ(x0), autres que les
pj. Nous utilisons les Proprie´te´s 1, 2 et 3 ci-dessus. La varie´te´ X
′ est une
varie´te´ de Veronese d’ordre ρ. Conside´rons la situation obtenue sur X ′
par projection des donne´es.
Sur X ′ nous avons d germes d’hypersurfaces lisses (Z ′j, p
′
j), transverses
a` la courbe x′0 = τ(x0) aux points deux-a`-deux distincts p
′
j, et sur chaque
(Zj, pj) la r-forme lisse non nulle φ
′
j = (θ|Zj)⋆φj.
Notons
κ′j : (ΣX′ , x
′
0)→ (Z
′
j, p
′
j)
les morphismes d’incidence correspondant a` la nouvelle situation.
Dans la situation initiale, les morphismes d’incidence κj induisent aussi
des morphismes d’incidence
λj : (ΣX(a1) ∩ · · · ∩ ΣX(an−2), x0)→ (Zj, pj),
ou` λj = κj ◦ ι et ι est l’inclusion de ΣX(a1) ∩ · · · ∩ ΣX(an−2) dans ΣX .
Par hypothe`se, la trace
∑d
j=1 λ
⋆
jφj = ι
⋆(
∑d
j=1 κ
⋆
jφj) est nulle.
Comme κ′j = θ|Zj ◦ λj ◦ τ
−1 pour tout j, nous obtenons que la trace
d∑
j=1
κ′j
⋆
φ′j = (τ
−1)⋆
d∑
j=1
λ⋆jφj
est nulle au voisinage de τ(x0) dans ΣX′ .
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Le the´ore`me est vrai pour la varie´te´ de Veronese X ′ donc les germes
(Z ′j, τ(x0)) sont contenus dans une hypersurface alge´brique Z
′, que nous
pouvons supposer minimale pour l’inclusion, et les formes φ′j sont induites
par une r-forme rationnelle φ′ sur Z ′.
Remontant a` X , nous obtenons que l’image (stricte) de Z ′ par θ−1
est une hypersurface alge´brique Z de X et φ = (θ|Z)
⋆φ′ une r-forme
rationnelle sur Z, telles que les germes (Zj , pj) sont contenus dans Z et
que les formes φj sont induites par restriction de la forme φ.
Corollaire 4.7. — Soit Z une hypersurface re´duite de X, sans compo-
sante irre´ductible contenue dans X\Xadm. Les r-formes ΣX-abe´liennes
sur Z sont rationnelles.
E´tant donne´ une r-forme ΣX -abe´lienne φ sur Z, il suffit d’appliquer
le re´sultat pre´ce´dent au tissu alge´brique TZ′, ou` Z
′ est la re´union des
composantes irre´ductibles de Z sur lesquelles φ n’est pas la forme nulle.
4.5. De´monstration des principaux e´nonce´s. — Nous achevons
d’abord la de´monstration du The´ore`me 1.22. Les deux autres e´nonce´s
sont des conse´quences de celui-ci et de [19]. Le lemme suivant se de´montre
comme le Lemme 4.5. Il montre que le the´ore`me d’Abel inverse pre´ce´dent
peut-eˆtre applique´ a` un tissu d’incidence sur un germe (Σ′, x0), voir la
Proposition 4.3, meˆme si σ(x0) n’est pas une courbe admissible de X .
Lemme 4.8. — Soit (Σ′, x0) un germe lisse dans ΣX , de meˆme dimen-
sion rn que ΣX , et T un tissu d’incidence pour la paire (X,Σ
′). Pour
x ∈ (Σ′, x0) ge´ne´ral, le tissu induit par T sur (Σ
′, x) est admissible.
De´monstration du The´ore`me 1.22. — Nous pouvons supposer que le d-
tissu T , de type (r, n) et de rang maximal, de varie´te´ de Blaschke X , est
de´fini sur un germe lisse (Σ′, x0) contenu dans ΣX et de meˆme dimension.
Le tissu T admet une relation abe´lienne comple`te. En effet, il admet
q(d)+1 relations abe´liennes dont les 0-jets sont line´airement inde´pendants
quand ses sous-tissus propres en admettent au plus q(d). Une combinaison
line´aire convenable de ces relations est donc comple`te.
Compte tenu du The´ore`me 4.6 et du lemme pre´ce´dent, le tissu T est
un germe d’un tissu alge´brique d’incidence pour la paire (X,ΣX), ce qui
donne le re´sultat.
De´monstration du The´ore`me 1.23. — Nous continuons avec les hy-
pothe`ses et les notations de la de´monstration pre´ce´dente.
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Nous savons que le tissu T = {F1, . . . ,Fd} de´termine une Gr,n-
structure sur le germe lisse (Σ′, x0) ou` il est de´fini, dont les feuilles des
feuilletages Fj sont des sous-varie´te´s distingue´es. De plus, le tissu est
isomorphe a` un germe d’un tissu alge´brique grassmannien si et seulement
si cette structure est inte´grable.
D’autre part, voir [19] The´ore`me 4.4, la varie´te´ ΣX,adm admet une
Gr,n-structure, de´termine´e par le fait que les varie´te´s
ΣX(p) = {x ∈ ΣX , p ∈ σ(x)}, p ∈ X,
induisent des sous-varie´te´s distingue´es sur ΣX,adm. Il est clair, de par
leurs caracte´risations, que les deux structures ci-dessus co¨ıncident sur
Σ′ ∩ ΣX,adm, un ouvert dense de (Σ
′, x0). Si la Gr,n-structure de ΣX,adm
est inte´grable, la structure de´finie par le tissu T est inte´grable sur un
ouvert dense de (Σ′, x0) et donc au voisinage de x0 car, comme il s’agit
d’une G-structure de type fini, la proprie´te´ d’eˆtre inte´grable au voisinage
d’un point est ferme´e. D’ou` le the´ore`me.
De´monstration du The´ore`me 1.18. — Le cas n = 2 a de´ja` e´te´ traite´.
Le the´ore`me est alors une conse´quence imme´diate d’un re´sultat essen-
tiel, le Corollaire 3.8 de [19], dont le sens est que si X est une varie´te´
de la classe Xr+1,n(q) avec q 6= 2n − 3, la Gr,n-structure de ΣX,adm est
inte´grable.
Pour eˆtre pre´cis, ce corollaire affirme que si q 6= 2n−3, la varie´te´ X est
≪ inte´grable ≫, une notion provisoire. Elle est alors ≪ standard ≫ d’apre`s
[19] Lemme 3.13, ce qui implique que la Gr,n-structure de ΣX,adm est
inte´grable d’apre`s [19] The´ore`me 4.4.
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